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So‘z boshi

Statistik fizika nazariy fizika kurslari ichida alohida bir o‘rin tutadi. Fizika fani
tajribaviy fan deb o‘rganganmiz, statistik fizika va undan ajratib bo‘lmaydigan
termodinamika bu tasdiqqa yorqin misoldir. Termodinamika fani issiqlik
mashinalarining ishini o‘rganish, ularning effektivligini tushuntirib berish
davomida XVIII-asrning ikkinchi yarmida rivojlana boshlagan. Bu rivojlanish
tajriba bilan bevosita va kuchli bog'langan holda ro‘y bergan. XIX -
asrning 40-yillariga kelib termodinamikaning birinchi qonuni deyiladigan tasdiq
aniqlangan, yana bir necha o‘n yillik o‘tgandan keyin termodinamikaning
ikkinchi qonuni - entropiyaning o‘sishi qonuni — o‘rnatilgan. James Clerk
Maxwell tomonidan 1860 yil topilgan ideal gazning tezliklar bo‘yicha tagsimot
funksiyasi statistik fizikaning birinchi buyuk yutug‘i bo‘ldi. Ludwig Boltzmann
tomonidan 1972 yilda kinetik tenglamaning yaratilishi fizik kinetika fanining
rivojlanishiga asos soldi. 1902 yilda Josiah Willard Gibbs tomonidan
chiqarilgan asarda mikrokanonik, kanonik va makrokanonik tagsimotlar
kiritilishi klassik statistik fizika fanining asoslanishiga olib keldi. 1912 yilda
Walter Nernst termodinamikaning uchinchi qonunini o‘rnatadi, shu bilan,
termodinamika fanini statistik fizikaga bog'lamasdan ham rivojlantirish yo'li
to‘liq o‘rnatiladi. Fizika qonunlarining hammasi kvant tabiatga ega, shu
jumladan, statistik fizika ham. 1924 yilda Satyendra Nath Bose va 1926
yilda Enrico Fermi tomonidan kvant statistikaning bozonlar va fermionlarga
mos keluvchi formalari o‘rnatiladi, shu bilan, kvant statistk fizikasiga asos
solingan bo‘lib chigadi. Termodinamika va statistik fizikaga katta hissa
qo‘shgan olimlarning ro‘yhati uzundir, qo‘lingizdagi kitobda ularning hissalari
mos kelgan joylarda aytib ketilgan.

Qo'lingizdagi kitob O‘zbckiston Milliy Universiteti fizika fakultetida ko‘p
yillar davomida oftib kelingan "Statistik fizika" kursi asosida yozilgan. Statistik
fizika nazariy fizika kursining ohirgi, to‘rtinchi qismi bo‘lib, u to‘rtinchi kurs
talabalariga bir yil davomida oftiladi. Bu kursdan maqsad, makroskopik
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sistemalarning ilmiy tavsifini talabalarga yetkazishdir.

Bu kursni yaratish davomida muallif adabiyotlar ro‘yxatida ko‘tsatilgan
kitobardan unumli foydalandi. Aynigsa, Landau-Lifshitzning "Crarncrrueckas
. ¢u3nka" kitobi va R.Kuboning adabiyotlar ro‘yxatida keltirilgan kitoblarining
muallifga ta'sirini sezish mumkin. Kitobning ichida misol va mashqlar
juda ko‘p - ularning soni 200 ga yaqin. Bu misol va mashqlar fanning
muhim qismi sifatida qaralishi kerak, ularni yechib tahrir qilishsiz kitobdagi
materialni o‘zlashtirib bo‘lmaydi. Ammo o‘quvchi masalalarni yechganda
darrov javoblardan foydalanishga shoshilmasligi kerak, fagatgina masalani
yechish katta qgiyinchiliklarga olib kelganidagina kitobning ohiridagi yechimdan
foydalanish mumkin.

Qo'lingizdagi kitob O‘zMU fizika fakulteti "Nazariy fizika" kafedrasi
professor-o‘qituvchilari tomonidan yaratilgan "Nazariy fizika kursi" ning
to‘rtinchi jildidur. "Nazariy fizika kursi" ning birinchi nashrida to‘rtinchi jild
sifatida kafedramiz o‘qituvchilari A.A.Abdumalikov va R.Mamatqulovlarning
2006 yil chigqan "Termodinamika va statistik fizika" kitobi taklif gilingan
edi. Ammo bu kitob mualliflari olamdan o‘tganliklari va uni yangi nashrga
tayyorlashning ilojisi bo‘lmaganligi sababli kafedraning qarori bilan yangi kitob
yozildi. Umidvormizki, birinchi nashrga tegishli kitob va qo‘lingizdagi kitob bir-
birini to'ldirib turadi va yoshlarimizga yana ko'p yil xizmat giladi.



1-BOB.

Statistik fizikaning asosiy tushunchalari

1.1 Statistik metod

Termodinamika va statistik fizika fanida ko‘riladigan sistemalar soni juda
katta bo‘lgan atomlar, molekulalar, ionlar va elementar zarrachalardan iborat.
Masalan, bir kub santimetr havoning ichida normal sharoitda ~ 10'? ta
molekula mavjud bo‘ladi, qattiq jismning ichida esa ~ 10%* ta. Bunday
sistemaga kirgan molekulalarning harakatini mexanik metod bilan o‘rganish
uchun o‘sha sondagi (klassikada Newton, kvantmexanikasida Schrodinger)
tenglamalarni yozish va yechib chigish (hamma boshlang‘ich shartlarni hisobga
olib) kerak bo‘lar edi. Buning esa hech qanday ilojisi yo'q, chunki
zarrachalarning soni aql bovar qilmaydigan darajada ko‘pdir. Masalan,
havoning 1 sm?® hajmi ichida normal sharoitda ~ 2,5 -10'9 ta molckula bo‘ladi,
qattiq jismning ichida 1 sm® hajm ichida ~ 10?2 ta atomlar bordir. Birinchi
qarashda bunday vaziyat makroskopik sistemalarning hossalarini o‘rganishga
imkoniyati yo‘q ekan deyishga olib kelishi kerak edi.

Ammo tajriba va fanning rivojlanishi shuni ko‘rsatadiki, makroskopik
sistemalar uchun mazsus makroskopik o‘rtacha kattaliklar kiritish mumkin
ekan, bu kattaliklar orasida statistik deyiladigan munosabatlar o‘rnatib makro-
sistemalar bo‘ysunadigan asosiy qonuniyatlarni keltirib chigarish mumkin ekan.

Bu yo‘lda qismsistema tushunchasi muhim rol o‘ynaydi. Qismsistema
deganda makroskopik sistemaning bir tomondan kichik, ikkinchi tomondan
shunga qaramasdan o'z ichiga juda ko‘p zarrachalarni olgan bir gismi ko‘zda
tutiladi. Masalan, -havoning normal sharoitda xattoki Imm® bo‘lgan hajmi
ichida ~ 2, 5-10'6 ta molckula bo‘ladi, o‘zining kichikligiga qaramasdan bu ham
makroskopik sistemadir. Agar sistema berk deb qaralsa, uning gismsistemalari
sistemaning boshqa gismlari tomonidan murakkab bo‘lgan ta’sir ostida bo‘ladi.
Zarrachalar sonining juda kattaligi bilan bog'liq bo‘lgan mana shu murakkab va
o‘ta chalkash o‘zaro ta’sirning mavjudligi o‘ziga hos qonuniyatlarga olib kelar
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ckan. Shu qonuniyatlarni o‘rganish statistik fizikaning asosiy vazifasidir.
Biz ko‘radigan sistemalar muvozanat holida turgan sistemalardir,
nomuvozanat statistikasi juda murakkab bo‘lib biz uni ko‘rmaymiz.

1.2 Fazaviy fazo va taqsimot funksiyasi

Makroskopik sistemalarning asosiy hossalarini fazaviy fazo tilida ifodalash
qulaydir. Fazaviy fazo matematik fazo bo‘lib, uning koordinatlari umumlashgan
impulslar va umumlashgan koordinatalardan iboratdir.

Makroskopik sistemaning bir qismsistemasini olib garaylik. Uning har bir
molckulasiga fazaviy fazoda bir vaqt momenti ¢ da bir nugta - p;, g;;7 = 1,3N
- mos keladi. Uning hamma molekulalariga mos keluvchi nuqtalar to‘plami shu
fazaviy fazoning ma’lum bir hajmini egallaydi. ¢+ J¢ vaqtda bu to‘plamdagi har
bir nuqta p; + dp;, ¢; + dq; pozitsiyaga siljiydi. Agar tanlangan gismsistemaga
mos keluvchi to‘plamni qandaydir chekli vaqt ichida kuzatsak bu gismsistemaga
fazaviy fazoda mos keluvchi to‘plam (soha) uzliksiz ravishda fazaviy fazoning
bir gismidan ikkinchisiga o‘tadi. Bunda har bir molekulaga mos keluvchi nugta
fazaviy fazoda bir chiziq chizib chiqadi. Shu chiziqlarning to‘plami bizga bir
oqimni beradi, bu oqimning har bir vaqtga mos keluvchi kesimi gismsistemaning
o‘sha vaqtdagi holatini beradi.

Mana shu nuqtalarning to‘plami fazaviy ansambl deyiladi.

N ta zarrachadan iborat sistemaning 3N ta umumlashgan koordinatlari
ri, i = 1,..,N va 3N ta umumlashgan impulslari p;, i = 1,..., N ma'lum
bo‘lsa swtemamng mikroskopik holati ma’lum deyiladi. Kvant hohga. o‘tsak
sistemaning mikroskopik holatini (uni n harfi bilan belgilaylik) shu sistemaning
to‘lqin funksiyasi 4,(ry, ra,...,ry, t) aniglab beradi, uning yordamida ixtiyoriy
fizik kattalik F' ning mana shu n-mikroskopik holatdagi o‘rtacha qiymati unga
mos keluvchi operator F ning o‘rtacha qiymati sifatida topiladi:

(F)a = j¢;ﬁ¢nd3fl cood’ry. (1.1)

Makroskopik tajriba davomida bor-yo'g‘i bir necha makroskopik katta-
liklargina aniglanishi mumkin bo‘lgani uchun uning davomida sistemaning
mikroskopik holatini aniqlab bo‘lmaydi. Natijada, klassik fizikada, har bir
mikroskopik holatga shu holatning bo'lish extimolligi w(ry, ...,rn; P1, ..., PN; t)
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mos qo‘yiladi va ixtiyoriy fizik kattalik F(ry,...,rn;P1,-..,PN;t) ning bitta
makroskopik holatga mos keluvchi statistik o‘rtachasi uning hamma mumkin
bo‘lgan mikroskopik holatlar bo‘yicha o‘rtachasi sifatida aniglanadi:

(F) = fF(rh---,!'N;Pl,---,PN;t)w(rh---,I‘N;Pl,---,PN;t) d*q; - --d°pw.

(1.2)
Ya’na bir ta’kidlab ketaylik, bitta makroskopik holatga bir necha mikroskopik
holatlar mos kelishi mumkin, ularga misollar "Entropiya" va "Magnetlar
sistemasi" paragraflarida keltirilgan. Integral mana shu mumkin bo‘lgan
mikroskopik holatlar bo‘yicha olinadi.

Statistik fizikaning asosiy g‘oyasi shundan iboratki, makroskopik katta-
likning yuqoridagi o‘rtachasi zarrachalarning soni N juda katta bo‘lganda
tajribada olinadigan kattalikdan deyarli farq qilmaydi, N — oo da esa ularning
farqi nolga intilib ketadi.

Kvant mexanikasiga kelsak unda kvantmexanik o‘rtacha (1.1) bitta
mikroskopik holatga mos keluvchi o‘rtachani beradi - chunki kvant mex-
anikasining o‘zi extimoliy xarakterga ega bo‘lgan fandir. Makroskopik kvant
sistemaga mos keluvchi statistik o‘rtacha hagida gapirmoqchi bo‘lsak n-
mikroskopik holatning berilgan makriskopik holatga kirish extimolligini wp,
ni kiritishimiz kerak. Bu holda statistik o‘rtacha mos keluvchi o‘rtacha (1.1)
lardan quyidagicha tuziladi:

(F) = wn(Fa. (1.3)

Bu kiritilgan postulatlar statistik fizika va termodinamikaning asosiy
tushunchalarini tashkil giladi va fanning bir necha yuz yillik tajribasi bilan
tasdiglanadi.

Sistemaning erkinlik darajasi s bo‘lsa (/N ta zarracha uchun s =
3N) koordinatlar sifatida p', ¢ : i = 1,2,3,..,s lar olinishi kerak,
bunda fazoviy fazo 2s = 6N oflchamli matematik fazoga aylanadi. N ta
zarrachali sistemani xarakterlash uchun 6/N ta umumlashgan koordinatlarni
va impulslarni aniqlashimiz kerak, bu esa mana shu 6/N of‘lchamli fazaviy
fazodagi bitta nuqtaga mos keladi. Demak, fazaviy fazodagi har bir nugta
- N zarrachali sistemaning bitta holatiga mos kelar ekan. Vaqt o‘tishi
bilan sistemaning holati o‘zgara boshlaydi, shunga yarasha p'(t), ¢;(¢) lar ham

8



o'zgara boshlaydi, sistemaga mos keluvchi nuqta qandaydir egri chizigni chiza
boshlaydi.

Sistemani bir nechta qismsistemalarga parchalaylik. Har bir qismsis-
temadagi arrachalarning sonini juda katta deymiz. Bu qgismsistemalar o‘zaro
juda murakkab ta’sirda bo‘ladi, ammo o‘zaro ta’sirning kuchi kichik deb
hisoblanishi kerak. Buni quyidagicha tushunish mumkin: qismsistemalar
ularning sirtlari orqali o‘zaro ta’sirlashadi, agar qismsistemaga N ta zarracha
kirgan bo‘lsa uning sisrtida ~ N?/3 ta zarracha joylashgan bo‘ladi, demak,
o‘zaro ta’sirda har bir molekulaga ikkinchi qismsistema tomonidan ta’sir
qilayotgan kuch ~ N?3/N ~ N-1/3 ga proportsional bo‘ladi. Bu esa juda
kichik sondir. Ammo, oqibat natijada mana shu juda kichik kuch o‘zaro
muvozanat o‘rnatilishiga olib keladi.

Fazaviy fazoga mos keluvchi hajmni ' deb belgilaylik, ya'ni, p* va g
lar qabul qilishi mumkin bol‘gan hamma qiymatlarni gabul qilib chigsa ular
egallagan hajm shu I ga teng bo‘ladi. Fazoviy fazoda (shu I ning ichida yotgan)
kichik hajm elementini kiritaylik:

L
AT = ApAq = [ | Ap'Ag:.

i=1
Bu hajm qismsistema impuslarining p*, p' + Ap' oraliqda va koordinatlarining
i, gi + Ag; oraligda o‘zgarishiga ms kelsin. Ko‘rilayotgan gismsistemaga
mos keluvchi nuqta o‘zining harakati davomida I' ning ichida harakat qilib
mana shu AT ning ichiga ham kirib-chiqib yuradi. Faraz qilaylik, T vaqt
ichida qismsistema AT ning ichida At vaqt davomida kuzatilgan bo‘lsin.
Qismsistemani AT ichida topish extimolliga sifatida quyidagini qabul gilamiz:

At

Tushunarliki, muvozanatdagi sistemalar uchun w vaqtga oshkora bog‘liq
bo'lmaydi. Albatta, bu extimollik AT ga proporsional bo‘lishi kerak - AT

qancha katta bo'lsa qismsistemani uning ichida topish extimolliga ham shuncha
katta bo'ladi:

Aw = p(p, q)AT.
Cheksiz kichiklarga o‘tsak

dw = P(p, q)dr = p(plap2: '"ap,; q1,492, .- qa) H dp‘dQl (15)

i=1
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Paydo bo‘lgan proporsionallik koeffisienti p(p,q) (fazaviy) tagsimot
Sfunksiyast deyiladi. Albatta

/dw = fp(pl,pg, ...,P’;QIsQZs seey q.!) Hdp‘dq‘ =1
r

bo‘lishi kerak. Bu - gismsistemaning hamma holatlarda bo‘lish extimolligining
yig'indisa birga teng bo‘lishi kerakligini bildiradi. Ixtiyoriy kattalikning
o‘rtacha giymati quyidagicha aniglanadi:

f= / f(p,9)p(p, q)dpdq = ] f(p, q)dw. (1.6)

]
Bundan keyin [] dp'dg; ning o‘rniga ko‘pincha dpdg deb ketaveramiz.
i=1
(1.5)-dan kelib chiqadiki,

olp0) = o

fazaviy fazodagi extimollik zichligi ekan. Bu - mikroskopik zolatlarning
extimollik zichligidir, chunki {p, ¢} = {P1,P2, -, PN, 41,92, ---,9n} larning
bitta giymatiga bitta mikroskopik xolat to‘g‘ri keladi. Statistik fizikada
makrosistemani unga mos keluvchi bor-yo‘g‘i bir nechta makroskopik kattaliklar
(bosim, temperatura va h.k.) orqali ifodalashimiz kerak, bitta makroskopik
holatga bir nechta mikroskopik holatlar mos keladi odatda.

Bunga oddiy misol: sistema ikkita ossillatordan iborat bo‘lsin, sistemaning
makroskopik holati shu sistemaning energiyasi orqali ifodalanadi (buni keyin
isbot gilamiz), mikroskopik holat esa har bir ossillatorning ganday holatda
turganligi bilan aniqlanadi. Masalan, sistemaning to‘liq ichki energiyasi 4hw
ga teng bo'lsin. Bu makroholatga nechta mikroholatlar mos keladi? Har
bir ossillatorning holati uning kvant soni n bilan aniqlanadi. To‘liq energiya
E = 4hw bo‘lsa, har bir ossillatorning energiyasi &; = fuw(n; + 1),i = 1, 2
bo‘lsa, berilgan bitta makroskopik holatga quyidagi mikroskopik holatlar mos
keladi: ny =0,np=3;nmi=1,m=2;n=2,n2=1;n, =3, n2=0.

O‘rtacha kattaliklar hagida gap ketar ckan, statistik fizikaning qonuniyat-
lari extimollik xarakteriga ega ekanligi kelib chiqadi. Buning sababi tushunarli
- masalani aniq yechib chiqish (sistemadagi har bir zarrachaga mos keluvchi
differencial tenglamani yechib chigish) o‘rniga statistik tagsimot funksiyasi
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yordamida o‘rtachalarni aniglashga o‘tdik, albatta, bunda sistemaga tegishli
informatsiyaning ma’lum bir qismini boy bergan bo‘lamiz, natijada aniq
kattaliklar o‘rniga tagsimot funksiyasi orqali aniglangan o‘rtacha kattaliklarga
o'tamiz. )

Biz muvozanat holatida turgan sistemalarni o‘rganamiz. Bu degani,
mana shu sistemaning biror bir kattaligi (yetarli darajadagi) uzoq vaqt ichida
kuzatilsa u o‘zining o‘rtacha qiymatiga teng f = Jf bo'lib chiqadi, bu
o‘rtachadan chetga chiqish juda kichik songa teng bo‘ladi.

Biron bir gismsistema sistemaning boshqa qgismlari bilan asosan o‘zining
sirti yaginidagi zarrachalar orqali ta’sirlashadi, gismsistemadagi zarrachalar
soni oshganda uning sirtida joylashgan zarrachalar sonining hissasi kamaya
boshlaydi. Natijada, sirt atrofidagi zarrachalarning qismsistemaning to‘liq ichki
energiyasiga qo‘shgan hissasi ham kamaya boshlaydi.

Buni quyidagicha ko‘rish mumkin. Qismsistemada N ta zarracha bo'lsin,
bunda uning sirtida ~ N?/3 ta zarracha bo‘ladi, sirtidagi zarrachalar sonining
hamma zarrachalar soniga nisbati ~ N~1/3 ga teng va N juda katta bo‘lganda
(statistik fizikadagi holda) tashqi qismsistemalar tomonidan gismsistemaga
kirgan har bir zarrachaga mos keluvchi ta’sir juda kichik bo‘ladi.

Shu nuqtai nazardan gismsistemalarni kvaziberk (deyarli berk) sistema
deb qarash mumkin. Ammo bunday qarash faqat kichik vaqt davomida o‘rinli
bo'lib vaqt o‘tishi bilan juda murakkab bo‘lgan gismsistemalar orasidagi mana
shu o‘zaro ta'sir ogibat natijada sistemaning hamma hossalarini aniglab beradi.

Qismsistemalarni kvaziberk deb qaraymiz, ya’ni, ular orasidagi o‘zaro
ta’sir juda kichik bo‘lib, ularning bir-biriga ta’sirini hisobga olmasak ham
bo‘ladi. Ya'ni, bir qismsistema qandaydir holatda turgan bo‘lsa bu holat boshga
qismsistemalarga ta’sir gilmaydi. Bir qismsistemaning tagsimoti ikkinchi
qismsistemaning tagsimotiga bogliq bo‘lmasligini quyidagicha ifoda qilish
mumkin:

P12 = p1p2, (1.7)

bu yerda p; va p; - birinchi va ikkinchi qismsitemalarning taqsimot funsiyalari,
p12 esa mana shu ikkita gismsistemadan iborat bo‘lgan sistemaning tagsimot
funksiyasi. Yana bir qaytaramiz, (1.7)-formula faqat cheklangan (kichik) vaqt
ichida o‘rinlidir, vaqt o‘tishi bilan gismsistemalarning mana shu o‘zaro ta’siri
sistemani muvozanat holatiga olib keladi.
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Quyidagi mashqlarni yechishdan oldin Ilovadagi 1.5-qismni o‘qib chiqing.
1.1-mashq. Klassik zarracha kengligi a bo'lgan cheksiz chuqur o'raning ichida harakat
qilayapti: 0 < z < a . Zarrachaning (z,z + dz) intervalda topish extimolligini toping.

1.2-mashq. Bir biridan mustaqil bo‘lgan ikkita z va y kattaliklarning ko‘paytmasining
o'rtacha qiymati o‘rtacha qiymatlarning ko‘paytmasiga tengligini ko‘rsating: Zj == - 7.

1.3 Liuoville teoremasi

N ta zarrachadan iborat sistemani ko‘raylik. Unga mos keluvchi erkinlik
darajalari soni va fazaviy fazo o‘lchamligi 6/N ga teng, ya'ni, fazaviy fazoda
bu sistemaga bitta nuqta mos keladi. Vaqt o‘tishi bilan bu nuqta fazaviy
fazoda ma’lum bir traektoriyani - harakat traektoriyasini - chizib chigadi. Bu
tracktoriya Hamilton tenglamalari

. __8H . _0H
Pi = aql'! q —api)

ning yechimlari orqali aniglanadi. Bitta boshlang‘ich shartlarga (masalan, ¢ = 0
vaqtda p;(0) = pio, gi(0) = gip berilgan bo'lsin) bitta yechim mos keladi,
ya’ni, bitta boshlang‘ich nuqta p;g, gio dan bitta chiziq chiqadi. Sistemaga mos
keluvchi dinamika fazaviy fazoda mana shu bitta chiziq orqali tasavvurlanadi.
Endi faraz qilaylik, sistemaga mos keluvchi hamma boshlang'ich holatlar fazaviy
fazoda bitta AT'g = AI'(po, go) sohani hosil qilsin. Bu holda bu sohaning har
bir nugtasidan mos keluvchi traektoriya boshlanishi kerak. Bu traektoriyalar
to‘plami - dastasi - fazaviy, yoki, statistik, ansambl deyiladi. Bu chiziqglar
o‘zaro kesishmaydi - harakat tenglamasining har bir yechimi ma’lum bir
boshlang‘ich shartlarga bo‘ysunadi, bitta boshlang'ich shartga bitta yechim
(chiziq) mos keladi. Yechim yagona bo‘lgani uchun bu chiziglar kesishmaydi'.
Ma’lum bir vaqt ¢ da pi(t), q'(t) lar (pi(0), q'(0) larga bog'liq bo‘lgan holda)
ma’lum bir giymatga ega, bu esa mana shu dastaning bir kesimiga mos
keladi. 1.1-rasmda v; kesimga t; vaqtdagi fazaviy fazo elementi (hajmi)
AT (p(t1), q(t1)) mos keladi, 2 kesimga esa t3 dagi A'(p(t2), g(t2)) mos keladi.
Dastaga kirgan chiziglar juda zich joylashgan bo‘ladi, bu holda qandaydir

1Gtatistik ansamblni aniqlashning boshqacha yo'li ham bor — sistemaga mas keluvchi bitta tracktoriyani
olamiz, uni o'zaro intervali bir xil bo'lgan t;, ta, t,... vaqt momentlarida kesamiz, shu intervallaming
ohirida sistema erishgan nuqtalarni A;, Az, Ay va h.k. deb belgilaymiz va mana shu nuqtalami boshlang'ich
nuqtalar sifatida ko‘ramiz. Ixtiyoriy katta vaqtni olsak bu nuqtalar qandaydir yetarli darajada zich to'plamni
— ansamblni - tashkil qiladi.

i=1...N (1.8)
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1.1-rasm: Fazaviy fazodagi sistemaga mos keluvchi nuqtalarning vaqt bo‘yicha rivojlanishi

bir vaqtdan boshqa bir vaqtgacha olingan tracktoriyalar dastasi go‘yoki bir
"suyuqlik ogimi"dck ko'rinishga ega desak bo‘ladi. Tagsimot funksiyasi
p(p, q) sistemani (p, q) nuqtada topish extimolligi zichligi edi, Shuning uchun
oqimni tashkil gilgan bunday uzluksiz chiziglar zichligi o‘zining ta’rifi bo‘yicha
tagsimot funksiyasi p(p, ¢) ga teng, oqim zichligi esa pv ga teng, bu yerda

V= {vl) V2, -.vy vﬁN} = {dh G2y very d3Ns ﬁl:f’Z: ey 753N}- (19)

Yana bir ta'kidlab ketaylik, p — 6N o‘lchamli fazaviy fazodagi oqimni
tashkil qilgan nuqtalar (extimolliklar) zichligi, v - bu 6N o‘lchamli fazaviy
fazodagi tezlik vektori, pv - esa 6N o‘lchamli fazaviy fazodagi ogim zichligi.

Bir o'lchamli fazaviy tracktoriyalarga misollar keltiraylik.

1l.1-misol.  Energiyasi E bo'lgan bir o‘lchamli chiziqli ossillatorga quyidagi
Hamiltonian mos keladi:

_ P omwiq? _
H= = + S E.
Bu ifodani
P’ 7 L

2mE T @E/ma?)
ko'rinishda yozib olamiz. Erkinlik darajasi birga teng bo‘lgan sistemaga 2-0‘lchamli fazaviy
fazo mos keladi, bu fazoning o'qlari - p va g. Shu fazoda yuqoridagi tenglama ellipsni
ifodalaydi, u 1.2-rasmning (a) qismida ko‘rsatilgan. Ellipsning o‘qlari a = v2mE va b =
Vv2E/mw?. Energiyasi E bo‘lgan ossillatorga ixtiyoriy vaqtda mana shu ellipsning ustidagi
bir nuqta mos keladi. Energiyasi 0 dan E gacha bo'lgan ossillatorga mos keluvchi fazaviy
fazo clementi mana shu ellipsning sirt yuzasiga teng: AT = wab = 27E/w.
1.2-misol. g o'qi bo‘yicha (0,!) intervalda ( 0 va a koordinatali devorlar orasida)
0 dan o'ngga +p impuls bilan, ! nuqtadagi devorga elastik urilgandan keyin chapga —p
impuls bilan harakat qilayotgan nuqtaviy zarrachaning fazaviy tracktoriyasi 1.2-rasmning
(b) qismida berilgan. Bu holda AT = 2pl.
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a) b)

1.2-rasm: a) chiziqli ossillatorning fazaviy tracktoriyasi; b) ikki devor orasidagi bir o‘lchamli harakat.

Fazaviy fazodagi oqim (fazaviy ansambl) ni suyuqlik ogimi deb tasavvur
gilaylik. Bunday suyuqlik sigilmaydigan suyuqlik ekanligini isbot qilish
mumkin. Gidrodinamikadan ma’lumki, uch o‘lchamli fazoda suyuqlikning
siqiluvchanmasligining sharti

. 0r OQdy 0z
divv = 3z + 5!; + =
ko‘rinishga ega. 6N oflchamli fazaviy fazodagi suyuqlik uchun esa tezlikning
divergensiyasi Hamilton tenglamalari (1.8) natijasida
3N ; . 3N
. qu api 62H BZH

divy = 94 , 9Pi) _ - =0 1.10
ga teng bo‘ladi. Demak, fazaviy oqim uzluksiz sigilmaydigan suyuqlikning
oqimi sifatida ko‘rilishi mumkin.

Dastaga kirgan chiziglar uzilmaydi. Ya'ni, vaqt o‘tishi bilan dastadagi
nuqgtalar soni o‘zgarmaydi, demak, ularning zichligi p(p,q) uzluksizlik
tenglamasiga bo‘ysunadi:

% +div(pv) =0.
Bu yerdagi ikkinchi hadni ochaylik:
div(pv) = pdivv + v - Vp.

Hosil bo‘lgan birinchi had (1.10)-bo‘yicha nolga teng, ikkinchi had esa (1.9)

bo‘yicha N
3
dp.  Op,
-Vpm 3o (Zas 224)
i=1 Op; 9gi
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ko‘rinishga ega. Natijada uzluksizlik tenglamasi quyidagi ko‘rinishga keladi:
O  ~(0. .\ _
"a'_t' + 'Z___]: (-5};;pl + 6(]iq. = 0

Kanonik tenglamalar (1.8)-ni olingan tenglamaga qo‘llasak
N

Op.  9p.Y\ _ apaH_apaH _
Z (apip'-'- ath') B Z (Bq; Op; Opi aqi) = {H, p}

i=1 i

ckanligi kelib chigadi. Boshqa so‘z bilan aytganda

% a1

ckan. Bu - klassik tagsimot funksiyasining "harakat tenglamasi". Undan
tagsimot funksiyasi p ning harakat integrali ekanligini kelib chiqadi:

dp _Op
dt ot
Haqiqatda, muvozanatda turgan sistema haqida gap ketar ekan boshidan
—((?)—’: = 0 deb olish kerak edi, bu tenglikni hozir ham ishlatish kech emas.

Olingan natija Liouville teoremasining bir ko‘rinishi ekanligiga ishonch
hosil qilaylik. Liouville? teoremasi bo‘yicha fazaviy fazoda tanlab olingan
bir hajm kanonik almashtirish natijasida o‘zgarmaydi. Harakat - kanonik
almashtirishning hususiy holidir, shu sababdan sistemaning harakati davomida
unga boshlang‘ich shartlar orgali mos keltirilgan mos fazaviy fazo hajmi
AT ning formasi o'zgarishi mumkin, ammo uning son qiymati o‘zgarmaydi.
Agar ixtiyoriy vaqtdagi fazaviy fazoning olingan hajmini AT'(p(t),¢(¢)) deb
belgilasak Liouville teoremasi bo‘yicha

AT(p(t1), g(t1)) = AT(p(t2), q(t2))

bo‘ladi. Bu hajmning ichidagi nuqtalar soni ham o‘zgarmasdir. Demak, fazaviy
fazodagi taqsimot zichligi ham o‘zgarmasdir. Bu zichlik esa tagsimot funksiyasi
p(p, q) ning o‘zidir. Demak,

p(p(t1), q(t1)) = p(p(t2), q(t2))- (1.12)

?Joscph Liouville (1809-1882) - buyuk fransuz matematigi. Rus tilida - XKooed JTnyniwum.

+{H,p} =0.
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Olingan natija fazaviy oqimning yuqorida ko‘rsatilgan sigiluvchanmasligiga mos
keladi - siqiluvchanmas suyugqlikning zichligi ham o‘zgarmas bo‘ladi. Shuning
o‘zidan ham tagsimot funksiyasi p ning harakat integrali ckanligi ko‘rinib

turibdi.
1.3-mashq. Porshen silindr ichida kichik u tezlik bilan adiabatik ravishda harakat
qiladi. Silindrning ichida bitta m massali molekula porshen va qo‘zg‘olmas devor orasida
ularga elastik urilib harakat qilayapti. Uning uchun fazaviy xajm saqlanishini ko'rsating.
1.4-mashq. Massalari m; va m; bo‘gan zarrachalar bir chiziq bo'yicha harakat qilib
elastik to‘qnashadi. Bu jarayonda Liouville teoremasining bajarilishini tekshiring.

1.4 Mikrokanonik tagsimot

Tagsimot funksiyasi p(p, q) harakat integrali ekanligini topdik. (1.7)-dan kelib
chiqadiki

In(p12) =In p; +In pg,
ya'ni, tagsimot funksiyasining logarifmi additiv harakat integrali ekan. Ammo
bizga hamma additiv harakat integrallari ma’lum, ular ettitadir: E,P,M.
Demak, sistemaning a-nchi qismsistemasi uchun

Inps =g+ Bolo+ v, Pa+3da- M, (1.13)

deb yozib olishimiz mumkin, bu yerda a,, B4, 7¥,, 8a— qandaydir konstantalar,
E,,P, va M, lar esa shu gismsistemaning energiyasi, impulsi va harakat
miqdori momentidir. o, konstanta norma sharti [ p.dl's = 1 dan topiladi,
qolgan yettita konstantalar esa —f,,7,,0,— yuqoridagi yettita harakat
integralining berilgan qiymatlari orqali aniqlanishi mumkin.

Olingan natija (1.13)-ning ahamiyati katta - makroskopik sistemaning
statistik hossalari faqatgina uning energiyasi, impulsi va harakat
miqdori momentigagina bog‘lig ekan. Ya'ni, mana shu yettita parametr
sistemaga kirgan o‘ta katta sondagi molekulalarning o‘ta katta sondagi
xarakteristikalarining o‘rnini bosar ekan.

p ning o‘zini aniqlaylik. Harakat integrallari uchun

E(p,q) = E,, P(p,q) = P,, M(p,q) = M, (1.14)

shartlar 2s o‘lchamli fazaviy fazodagi yettita shartdir, bu shartlar [ pdpdg =1
dagi integrallashni shu fazodagi 2s—7 o‘lchamli gipersirt bo‘yicha integrallashga
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keltiradi. Taqsimot funksiyasi p (1.14)-shartlar bo'yicha fazaviy fazoning
faqatgina mana shu 2s — 7 o‘lchamli gipersirti ustida yotgan nuqtalaridagina
noldan farqdir, bitta nuqtadagina noldan farq qilgan funksiyadan olingan
integral noldan farq qilishi uchun bu funksiya mana shu nuqtada cheksizlikka
teng bo'lishi kerak. Bu degani tagsimot funksiyasi quyidagi ko‘rinisga ega
bo'lishi kerak:

pa = const§(E — E;) 6(P — P,)6(M — M,). - (1.15)

Topilgan tagsimot funksiyasining nomi - mikrokanonik tagsimot.
Sistemaning impulsi va momenti uning bir-butunligicha harakati bilan
bog'liqdir.  Statistik fizikada ko‘pincha masala quyidagicha qo‘yilgan deb
qaraladi: sistema bir yaschikda berilgan, uni mana shu yaschik bilan bog‘langan
koordinat sistemasida ko‘ramiz. Bu degani, sistemaning impulsi va impuls
momenti umuman masalaning qo‘yilishidan chiqarib tashlanadi. Natijada
mikrokanonik tagsimot (1.15)-ning o‘rniga quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:

pa = const §(E — E,). (1.16)

Impuls momenti sistemaning statistik hossalariga qanday ta'sir qilishi -
7?77mashqda ko‘rilgan.

Topilgan mikrokanonik tagsimot funksiyasidan bitta juda muhim hulosa
kelib chiqadi - muvozanat holatida turgan makroskoipik sistemaning statistik
hossalari fagat uning energiyasiga bog'liq ekan.

Ya’na bir aniqlik kiritaylik. Ohirgi formulalardagi energiya E bir son emas,
haqgiqatda E harfi orqali sistemaning Hamilton funksiyasi E = H(p, g) ko‘zda
tutiladi. Uni E deb belgilashning sababi shuki, har bir (p, q) ga energiyaning
ma’lum giymati to‘g'ri keladi deb olinadi.

Mikrokanonik tagsimot shunday sistemaga mos keladiki, u sistema
teng xuquqli, o‘zaro ta'sirlashmaydigan va aniq energiyaga ega bo‘lgan
qismsistealardan iborat bo‘lgan bo'lishi kerak. Albatta, ixtiyoriy sistega kirgan
" gismsistemalar vaqt o‘tishi bilan o‘zaro ta’sirlasha boshlaydi, shu sababdan
mikrokanonik tagsimotning qo‘llash vaqti uzoq bo‘lmasligi kerak.
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1.5 Statistik matritsa

Statistik fizikaning fundamental qonunlari (fizikaning boshqa hamma sohalari-
dagidek) kvant harakterga ega.

Katta sonli sistemalarda kvant satxlari juda zich joylashgan bo‘ladi.
Natijada makrojism aniq statsionar holatda bo'lishi deyarli mumkin emas.
(Masalan, N ta atomli gazni ko‘z oldingizga keltiring, N juda katta bo‘lsin,
har bir atom cheksiz ko‘p holatlarda bo‘lishi mumkin, N ta atomning mumkin
bo‘lgan holatlari tagsimoti deyarli cheksiz kombinatsiyalarga keltiriladi,
natijada sistemadagi energetik satxlarning farqi o‘ta kichik bo‘ladi. U 10~¥
ga proportsional bo‘lishini ko‘rsatish mumkin.) Tashgi jismlar bilan har
qanday o‘zaro ta’sir energiyasi satxlar aro energiyaga nisbatan juda katta
bo‘ladi. Bundan tashqari, noaniqlik prinsipi bo‘yicha satx energiyasining
noaniqligi AE ~ h/At bo‘ladi, bu yerda At - kuzatish davri. Kvant noaniqlik
AE — 0 boflishi uchun At — co bo‘lishi kerak. Bulardan kelib chiqadiki,
makrosistemaning aniq statsionar holati haqgida gapirish deyarli mumkin emas.

Kvant mexanikasidan ma’lumki, to‘lqin funksiyaga ega bo‘lish uchun
sistema toza (sof) holatda turgan bo‘lishi kerak, ya'ni, u (sistema) boshqa bir
katta sistemaning bir kichik qismi bo‘lmasligi kerak. Boshqga bir sistemaning
bir qismi bo‘lgan sistema to‘lgin funksiyasiga ega bo‘lmaydi. Bizning
asosiy g‘oyamiz esa har ganday sistemani kichik gismsistemalarga parchalab
o‘rganish. Undan tashqari, sistemaga kirgan har bir zarrachaga tegishli
boshlang‘ich shartlar berilgan bo‘lishi kerak. Makrosistemalarda bularning
ilojisi yo‘q, ya'ni, makrosistemadagi har bir zarrachaning aniq boshlang‘ich
shartlarga bo‘ysinuvchi to‘lgin funksiyasi bor deb qaray olmaymiz. Bu degani
makrosistemani o‘rganganda zichlik matritsasiga o‘tish kerak deganidir.

Zichik matritsasini kiritishni eslaylik. Makrosistemaning bir qismsis-
temasini olaylik, uni boshqa hech qanday gismlar bilan o‘zaro ta'sirda emas
va gandaydir ma’lum n-holatda (n - sistemaning hamma kvant sonlarini o‘z
ochiqa olsin) turishi mumkin deb olamiz. Faraz qilaylik, shu qismsistema
gandaydir to‘liq ifodalanadigan va 1(gq) to‘lqin funksiyali ega bo‘lgan kvant
holatda turibdi. Bu holda shu qismsistemaning to‘lqin funksiyasi hususiy
funksiyalar to‘liq sistemasi bo‘yicha qatorga yoyiladi:

vo = e -
O'zMU
?Oi‘{/_ﬂ{i AXBOROT-RESURS

MARKAZ)

g *




Bu yerda cx(t) - t vaqt momentida sistemani n— holatda topish extimolligining
amplitudasi, Hyp, = Ep¥n. Ixtiyoriy f kattalikning o‘rtachasi shu kattalikka
mos keluvchi operator f orqali quyidagicha aniglanadi:

wlfhb Zc t)c,,(t) wmlf hbu) = ZC cn(t)fmu

Sistema sof (to'liq ifodalanadigan) holatlarda bo‘lmas ekan, uning uchun ¢,
kocfficientlar ham mavjud bo‘lmaydi. Ammo c,(t)ca(t) = wanm almashtirish
orqali zichlik matritsasi, yoki, statistik matritsa kiritilsa yuqoridagi
o‘rtachani quyidagicha ifodalash mumkin:

.-f = Z Wnm fmn-

Bu o‘rtacha to‘liq ma'nodagi o‘rtacha sifatida tushuniladi, ya’ni, unga statistik
va kvant holatlar bo‘yicha o‘rtalashtirish kiritilgan. Kiritilgan statistik matritsa
# fagat (kvantmexanik ma’nodagi) to‘liq ifodalanadigan (sof) holatlardagina
¢;.cn ko' paytmaga keltiriladi. Sof holatda |c,|? qismsistemani n— holatda topish
extimolligi edi, shuning uchun w,, = w, ni sistemani n-holatda topish
extimolligi deb gabul qgilamiz. Shunga yarasha

Zw,,:l

n

bo'lishi kerak.  Ko‘rinib turibdiki, statistik matritsa klassik tagsimot
funksiyasining analogi ekan, kvant hollarda tagsimot funksiyasining o‘rniga
statmatritsani ishlatishimiz kerak. Sof holatlar uchun c,(t) ~ e Ent/h
ekanligini hisobga olib

d . i '
Ezcm(t)cn(t) = 'E(Em - En)cm(t)cu(t)
ga kelamiz. Buni umumlashtiramiz:
0 o = i (
ot " h
Operator formasiga o‘tish uchun quyidagilarni hisobga olamiz:
Hyp, = End’n = me Yo = mn =FE Jnm:
({Eﬁ)nm = ankam = Z'wnkEkam = wnmEm;
k k

En- En)wnm-
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(HD)n z Hupwim = Z Exbinwim = EqWam.

Yuqoridagi to‘rtta formula.lardan statlstlk matritsa @ uchun quyidagi harakat
tenglamasi kelib chiqadi:
d .. o A ti o

Ew = —('wH — H®) = —[w, H]. (1.17)
Bu tenglama klassik taqgsimot funkmyam p uchun tenglama (1.11) ning kvant
analogidir.

Muvozanat holatidagi sistemalar uchun tagsimot funksiyasi va, shunga
yarasha, statistik matritsa vaqtga oshkora bog'liq bo‘lmaydi, shuning uchun

[@,H) =0

bo‘lishi kerak. Demak, i - operatorining hususiy qiymatlari harakat integrallari
ekan. Bu - klassik Liouville teoremasining analogi.

Harakat integrali, ya’ni, Hamiltonian bilan o‘zaro kommutativ operator,
Hamiltonian bilan bir vaqtda diagonal ko‘rinishga keltiriladi. Bu degani wpm
matritsa diagonal matritsa bo‘lishi kerak: wnm = dmnWn = Wan = w,. Sunga
yarasha ixtiyoriy fizik kattalik f ning o‘rtacha qiymati

F= anfnn

bo‘lib chigadi. Bu formulani "Fazaviy fazo va tagsimot funkiyasi" paragrafidagi
(1.3) formula bilan solishtiring - ularning ma’nosi birdir.

Harakat integrali sifatida w, faqatgina boshqa harakat integrallari orqali
ifodalanadi. Klassik tagsimot funksiyasiga qo‘llanilgan mulohazalarni eslab

Inw, = a, + BuE,

deb olish mumkin (har bir qismsistema uchun).

Kvant makrosistemalardagi satxlarning deyarli uzluksizligini hisobga olib
dQ(E) tushuncha kiritaylik. Bu - (E, E + dE) energiya intervalidagi kvant
holatlar soni. Klassik statistika bilan solishtirilsa dQQ(E) ~ d°pd°q bo‘ladi.
Sistema o‘zaro ta'sirda bo‘lmagan qismsistemalarga bo'linsa

d =[] d%
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bo'ladi. Buni tushunish oson - ikkita qismsistemadan iborat bo‘lgan
sistema berilgan bo‘lsin. lkkala gismsistema mustaqil bo‘lgani uchun 1-
qgismsistemadagi holatlar 2-gismsistemadagi holatlarga ta’sir gilmaydi, demak,
bir gismsistemaning biron holatiga ikkinchi gismsistemaning ixtiyoriy holatlari
to'g'ri kelar ekan. Shu bilan umumiy holatlar soni uchun yuqoridagi formulaga
kelamiz. Tagsimot funksiyasi p(p, ¢) ga qo‘llagan mulohazalarni qaytarsak

dw = const §( Ey — E) H dQ, (1.18)

ckanligini olamiz. Bu - mikrokanonik tagsimotning kvant ko‘rinishi.

Bu formulaga izoh berish kerak. Bu formuladagi Ey - sistemaning to‘liq
energiyasi (aniq son), E - esa o‘zgaruvchi, agar qismsistemalarning soni n bo‘lsa
u shu gismsistemalarning energiyasining yig‘indisiga teng:

E=E +E+--+E,. (1.19)

Integrallash meyyori esa

[1¢% = dd, - - - 2,

ko‘rinishga ega. Har bir gism sistemaning energiyasi o‘zgarib turishi mumkin
(o'zaro ta'sir natijasida), ammo (1.19)-tenglik bajarilishi kerak.

Shuni aytish kerakki, muvozanat holatida turgan makroskopik sistemaning
energiyasi o'zining o‘rtacha qiymatidan deyarli farq qilmaydi.  Keyin
ko‘rsatamizki, N ta zarrachali sistemada energiyaning (ixtiyoriy boshqa
makroskopik kattalikning ham) nisbiy fluktuatsiyasi 6E ~ 1/v/N ko‘rinishga
ega bo'ladi. Statistik fizikada o‘rganiladigan sistemalar uchun odatda N ~
10" + 10% bo'ladi. Bundan ko‘rinib turibdiki, tagsimot extimolliga w(E)
energiyaning o‘rtacha giymatida keskin maksimumga ega bo‘lgan funksiyadir,
bu o'rtacha giymatdan ozgina chetlashinsa u keskin ravishda nolga intiladi.

1.6 Entropiya

Makroskopik sistemalarda energetik satxlar juda zich joylashgan bo‘ladi.
Energiya 0 dan E gacha o'zgargandagi holatlarning to‘liq sonini Q(E) deb
belgilaylik. Unda dQ(E)/dE holatlarning spektral zichligi bo‘ladi, (E, E +
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dE) intervaldagi holatlarning soni esa d? = () dE bo'ladi. w, =

w(E,) qismsistemani n-holatda topish extimolligi, uni (n indcksni yozmay
turaylik) dQQ(E) ga ko‘paytirsak hosil bo‘lgan w(E)dQ)(FE) qismsistemani
uning energiyasi (E, E + dE) intervaldagi holatda topish extimolligi bo‘ladi.
Tushunarliki,

f w(E)d(E) = 1.

Aytganimizdek, w(E)— juda o‘tkir cho‘qqilik funksiya, u faqatgina qandaydir
o‘rtacha giymat F dagina noldan farglidir, E ning atrofida noldan sezilarli farq
qilmaydi. Bu integralni quyidagicha yozib olib

f (E)dQ(E )i = f W (E)dE

shunday AE ni tanlab olaylikki, uning W (E) ga ko‘paytmasi birni bersin:

d“(E) SUE) \ & — w(B)AQ(E) = 1.

W(E)AE = w(E)—==>
Qaytaramiz, w(E) energiyaning o‘rtacha qiymati E da juda keskin
maksimumga ega bo‘lgan funksiyadir, w(E) - shu funksiyaning o‘zining
maksimumidagi qiymati. Paydo bo‘lgan AQ(E) = (dQ/dE) ’E-EAE mana
shu o‘rtacha energiya E lik makroskopik holatga mos keluvchi mikroholatlar
soni. Bu kattalik E satxning statistik vazni deyiladi.
Klassik statistikada bu munosabatning o‘rniga

p(E)ApAq =1

deb yozish kerak. Bu yerdagi ApAgq — fazoviy fazoning E energiya atrofidagi
AE energiyaga mos keluvchi gismidir. Fazaviy fazoning elementi bo‘lgan
ApAg va kvant mikroholatlar soni bo‘lgan AQ orasidagi bog‘lanish quyidagi

ko'rinishga ega:
ApAq

(2mh)*”
Kvant mexanikasida bir o‘lchamli sistemaning har bir holatiga fazaviy fazoda
27h hajmli katak mos kelishi isbot qilinadi. s erkinlik darajasiga ega bo‘lgan
sistema uchun har bir holatga (27fi)* hajm mos keladi. Bu hajm elementar
hajm deyiladi. Fazaviy fazoda bundan kichik hajm hagida gapirish mumkin

AQ =

(1.20)
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emas, bu - Heisenbergning noaniqlik prinsipidan kelib chigadigan hulosalardan
biri. Heisenberg bo'yicha ApAg ~ h dan kichik bola olmaydi, yani, fazaviy
fazoning I katagining ichidagi nuqtalarni har xil holatlarga mos keladi deb
ajratishga haqqimiz yo'q, ularning extimolligi bir xil bo‘lishi kerak. Shuning
uchun fazaviy fazo hajm elementi ApAqg ga mos keluvchi kvant holatlar soni
yuqoridagi (1.20) formula orqali ifodalanadi. Bu formulaning umumiy isboti
juda murakkabdir shuning uchun biz uni isbotsiz keltiramiz.
Entropiya statistik fizikada juda muhim rol o‘ynaydi va u quyidagi
formula orqali kiritiladi:
S =In AQ(E). (1.21)

Bu formulada kvant mikroholatlar soni haqida gap ketayapti — yani, E
energiyali bitta makroskopik holatga qancha mikroskopik holatlar mos keladi.
Yuqoridagi formulalar bo‘yicha

S = ln AQ =In (d?l(E,E‘)AE)

bo'lishi kerak, go‘yoki AE ga bog'liqlik bordek ko‘rinadi. Haqgiqatda bunday
bog'liqlik makrosistemadagi zarrachalar soni N juda katta bo‘lganda nolga
intiladi. Buni fluktuatsiyalar nazariyasi qismida ko‘ramiz.

Klassik fizikada entropiyani faqatgina qandaydir konstanta aniqligidagina
kiritish mumkin, fagatgina kvant mexanikasi bu konstanta nimaga tengligini
beradi. Klassik fizikaga o‘tsak (1.21)-ning o‘rniga (1.20)-ni hisobga olib
quyidagini yozish kerak:

ApAq
(2mh)*”
Bu formuladan korinib turibdiki, entropiyaga fagatgina kvant mexanikasi
doirasidagina aniq ta’rif berish mumkin.

Qismsistema uchun Inw, = a, + BE, ekanligini topgan edik, demak,

S=In

(1.22)

Inw(E) = a + fE = (Inw(E,)).
Demak,

S=mAQ=-lnw(E)=-) walnw(E,) = —Sp (Glnd).
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Ixtiyoriy sistema uchun AQ = [], A€, bo‘ladi, bundan hulosa - entropiya
additiv kattalik ekan:

S=lmA=l]][AQ, =) InAQ, =) _S.. (1.23)

1.3-misol. Sistemaga 4-ta ossillator kiradi, har bir ossillatorning energetik satxlari
€; = hw(n; + 1/2) ga teng. Sistemaning to‘'liq energiyasi E = 8fiw ga teng bo'lsin. Bu
makroskopik holatga nechta mikroskopik holatlar mos keladi, ya'ni, AQ(8fw) nimaga teng?
Agar E = 10hw bo'lsachi? Ossillatorlarni bir-biridan ajratib bo‘lmaydi deb qarang.
Masalaning sharti bo‘yicha

2hw + fw(ny + nz + n3 + ny) = 8hw,

yoki, n; + nz + n3 + ng = 6. Har bir n; butun son (yoki nol) bo‘lganda ularni necha xil yo'l
bilan tanlab olish mumkinki ularning yig'indisi 6-ga teng bo‘lsin (ossillatorlarni bir-biridan
ajratish mumkin emasligini ham hisobga olish kerak)?

Masalani boshqacha qo‘yish mumkin. Bizga to‘rtta quti berilgan, oltita biri-biridan
farq qilmaydigan sharlarni bu qutilar bo‘yicha necha xil yo‘l bilan joylashtirish mumkin?
Kombinatorika fanidan ma’lumki, n ta bir xil jismlarni k ta qutilarga

C:-l-k—l = (:.!-{kk——].;!)! (1.24)

yo‘l bilan taqsimlash mumkin (Ilovada bu formula keltirib chiqarilgan). Bizning holda n =
6, k = 4, demak, C§ = 84 yo'l bilan 6-ta bir-biridan farq qilmaydigan sharlarni 4-ta qutilarga
tagsimlash mumkin. Shu bilan

AQ(8hw) = 84
ekan. Demak, to‘rtta ossilatordan iborat va energiyasi £ = 8hw ga teng bo‘lgan
makrosistemani (makroholatni) 84-ta mikroskopik kombinatsiyalar orqali hosil qilish mumkin
ckan.

E = 10/w holga o‘tamiz, yana o‘sha 4-ta ossillator, ammo sistema bu galda boshqa
makroholatda turibdi. Bu holatga necha mikroholatlar mos keladi, ya'ni, bu holatning
statistik vazni nimaga teng? Oldingi holatdan farqli ravishda endi ny + nz + n3 + ny = 8
bo'lishi kerak. (1.24)-formulada n = 8, k = 4 deb olish kerak:

11!

g _ 1 _

Cll — '8T3_! —) 165.
Demak, AQ(10hw) = 165 ekan.

Albatta, bu misollardagi zarrachalarning soni juda kichik, makrosistema tushunchasiga
to‘g'ri kelmaydi, shuning uchun bu hollarga entropiyani mos keltirishimiz qonuniy bo'lmaydi.
Ammo, bu misollar A ni tushunishga yordam beradi degan umiddamiz.

Klassik fizikaga kelsak quyidagilarni yozib chiqishimiz mumkin:
/de‘ =1 = p(E)A'=1, AT = ApAq.
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Bundan hulosa

AT AT 1 1
Y=y Ry - By ey ()

Demak, klassik fizikadagi entropiyaning ta'rifi sifatida quyidagini olamiz:

§ = —(In (p(E)(2rh)")) = — f pIn (p(E)(2nh)?) dT.

1.5-mashq. Bir o'lchamli garmonik ossillator uchun fazaviy fazo xajmini I'(E) =
J dp [ dg integralni hisoblash yo'li bilan toping. E energiyagacha bo’lgan holatlar soni Q(E)
ni va holatlar zichligi D(g) ni toping. I'/Q2 =?

1.6-mashq. Bir o'lchamli 0 < z < ! sohada harakat qilayotgan energiyasi € bo‘lgan
ozod a) klassik zarracha uchun fazaviy fazo hajmi I'(¢) ni; b) kvant zarracha uchun satxlar
soni 2(e) ni va holatlar zichligi D(g) ni toping. T/Q =7

Huddi shu masalani ikki va uch o‘lchamli sohalarda harakat qilayotgan zarrachalar
uchun ham yeching.

1.7 Entropiyaning o‘sish qonuni

Mikrokanonik tagsimotni eslaymiz:

dQ,
dw = const §(E — Ep) I;_[dﬂa = const §( E — Ey) 13,
Hosilaning ta’rifi bo‘yicha
dQ, lim 0 (Eq + AE,) — Q(E,) lim AQ,
dE. _ ABSo AE, T AE0AE,”

Ammo, AE fizik sistema uchun o‘zining fluktuatsiyasidan kam qiymatni qabul
qgila olmaydi, shu sababdan fizik aniqlikda
dQ, AQ,
dE, = AE,
deb olishimiz mumkin (to‘g'rirog‘i, kerak). Bu yerda A, a-qismsistemaning
E, energiyaga mos keluvchi statistik vazni rolini o‘ynaydi. Natijada
dQ, AQ, 1
iE. = AE ~BES (1.25)
formulaga kelamiz va undan quyidagini olamiz:

dw = const §(E — EO)H dE
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= const §(E — Ep)e’ H 2% , S = ZS“'

AE, lar kichik, ammo, chekli sonlardir, ularni konstantaning ichiga kiritib
yuboramiz, chunki e juda tez o‘suvchi funksiya, [[,AE, esa deyarli
o‘zgarmaydigan kattalik. Natijada quyidagi formulani olamiz:

dw = const 6(E — E‘o)eSH dE,. (1.26)

dw ning ma’nosini eslaylik - qismsistemalarining enegiyalari (Eq,, E, + dE,)
intervalda bo‘lgan holda sistemani uning to‘liq energiyasi (E = ) ,E, =
Ey, Eg+dE) bo‘lgan holatda topish extimolligi. Ko‘rinib turibdiki, extimollig:
eng yuqgori bo‘lgan holat - entropiyasi maksimal bo‘lgan holatdir.

(1.26)-formuladan quyidagi hulosaga kelish mumkin: makroskoik sistema
entropiyasi maksimal bo‘lgan holatga o‘tishga harakat giladi. Sistema E
energiyaga ega bo‘lib muvozanat holatida turgan bo‘lsa uning entropiyasi mana
shu E energiyaga mos keluvchi maksimal mumkin bo‘gan qiymatga teng bo‘ladi.
Tajribadan ma’lumki, ixtiyoriy sistema muvozanat holatidan chiqarilsa juda
qisqa vaqt (relaksatsiya vaqti) ichida u yana muvozanat holatiga o‘tadi (bu
holat eski muvozanat holati bo‘lmasligi ham mumkin). (1.26)-formula bo‘yicha
muvozanat holatidan chiqarilgan (masalan, tashqi ta’sir natijasida) sistemaning
rivojlanish yo‘nalishi juda katta extimollik bilan uning entropiyasining o'sishiga
mos keluvchi yo‘nalishdir. Ya’ni, sistema muvozanat holatidan chiqarildimi, u
yangi energiyaga mos keluvchi maksimal entropiyali holatga o‘tishga harakat
giladi. Olingan natija entropiayning o‘sish gqonuni deyiladi. Shuni qayd
qilish kerakki, entropiya kamayishi ham mumkin, ammo bunday hodisaning
extimolligi shu darajada kichik bo‘ladi-ki, uni hech qachon e’tiborga olmasak
ham bo‘ladi.

Entropiya tushunchasi va uning o'sish qonuni birinchi bo'lib Clausius®
tomonidan 1859-1865-yillarda o‘rnatilgan.

1.8 Magnetiklar sistemasi

N ta atom berilgan bo‘lsin. Har bir atomning magnit momenti bor, uning
son qiymati p, z-o‘qiga proeksiyasi ®u qiymatlarni gabul qilishi mumkin.
3Rudolf Julius Emanuel Clausius (1822-1888) - buyuk nemis fizigi. Rus tilida - Kaayaiyc.
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Sistema z-0'qi bo‘yicha yo‘nalgan tashqi magnit maydoni B = (0,0, B)
da bo‘lsin Mag.momenti yuqoriga qaragan atomlarning sonini n4, momenti
quyiga garaganlarining sonini ny deb belgilaymiz. Bu holda N = ny + ny
bo‘ladi. Yangi o‘zgaruvchi kiritaylik: ny — n; = 2m. Ko‘rinib turibdiki,
nm=3N + mn = 3N — m. Bu formulalardan m ning manosi ko‘rinib
turibdi. Sistemaning energiyasi m ning funksiyasi - har bir atomning energiyasi
€ = —p - B bo'lgani uchun to'liq energiya E = ny(—pB) + nypB = —2muB
ga teng. Demak, sistemaning energiyasini aniqlash uchun m sonini aniqlasak
bo'ldi ekan. Misol sifatida 3-ta magnetikdan boshlaylik:

T+ =Mt +3 ML +3 1 + L

Birinchi konfiguratsiyaning energiyasi E = —3uB, unga bitta holat mos keladi;
ikkinchi konfiguratsiyaning energiyasi E = —puB, unga uchta holat mos keladi;
uchinchi konfiguratsiyaning energiyasi £ = uB, unga ham uchta holat mos
keladi; ohirgi konfiguratsiyaning energiyasi £ = 3uB, unga bitta holat mos
keladi. Tkkinchi va uchinchi holatlar uch karrali aynigan ekan, ularning statistik
vazni 3 ga teng: AQ(uB) = AQ(—pB) = 3. Undan tashqari, AQ(3uB) =
AQ(-3uB) = 1.

Huddi shu muloxazalarni N-ta atomlar (magnetiklar) sistemasiga
qo‘llaylik. Hamma magnetiklar yuqoriga garab turgan bo‘lsin, tartib - to‘liq,
statvazn - birga teng, entropiya - nolga teng. Bitta atomning momenti
procksiyasi -1/2 bo'lsin, qolgan N — 1 ta atomlarning spinlari yuqoriga qarab
turgan bo‘ladi, umumiy encrgiya Exy-; = —(N — 2)uB, bunday energiyali
holatni N ta yo'l bilan olish mumkin, demak, statvazn AQ(EyN_;) = N. Agar
ikkita atomning spin proeksiyalari pastga qaragan bo‘lsa Exy_, = —(N —4)uB
bo'ladi, statvazn AQ(Ey_4) = C4 = IN(N — 1) (N ta jismdan 2 tasini
ajratib olish variantlarining soni), entropiya oshdi: Sy-2 = InAQ(En-4) >
In AQ(En-2) = Sy-1. Davom ettirsak, maksimal statvazn spinlarning yarmisi
yuqoriga, yarmisi pastga qaragan holga to‘g‘ri keladi. Bu holda tartibsizlik
maksimal darajaga va entropiya maksimal giymatga erishadi.

Tartib va entropiya orasidagi bog'lanishni topdik - sistemadagi tartibsizlik
qancha katta bo‘lsa uning entropiyasi ham oshadi. Bu asosda odatda entropiya
tartibsizlik o‘lchami ekan deyiladi.
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Umumiy formulaga o‘taylik:

m=iN |
t+HV= > ik P m
m=-1N (1N+m)! (EN —m)'
\2 2 '
Bu qatordagi koeffisientning ma’nosi quyidagicha - spinlarning 3N + m tasi
yuqoriga garagan va ;N — m tasi esa pastga qaragan vaziyatni
N!

) ()

xil yo'l bilan hosil gilish mumkin? (biri-biridan farq qilib bo‘lmaydigan atomlar
haqida gap ketayotibdi). Spinlarning 1N +m tasi yuqoriga qaragan va ;N —m
tasi esa pastga qaragan holatning energiyasi .

E(N,m)= - (%N + m) uB + (%N - m) uB = -2muB

ga teng. Statistik vaznning ta'rifi bo‘yicha E(N,m) energiyali makroskopik
holatning statistik vazni mana shu energiyalik makroholatni necha xil yo'l bilan
tashkil qilish mumkinligiga, ya’ni, bu bitta makroholatga nechta mikroholatlar
mos kelishiga teng. Shuning uchun E(N,m) energiyali holatlarning statistik
vazni quyidagi bo‘lib chiqdi:

AQ(N,m) = M

(%N+m)! (%N—m)!
Holatlarning umumiy soni 2V ga teng. Statistik sistemada IV juda katta son,

shuni hisobga olish kerak. A€ ning o‘rniga In AQ ni hisoblash qulayroqdir.
Stirling formulasi

InN!'>~N ln—];l + —;- In(27N) (1.27)
dan foydalanamiz®. Bu holda quyidagini topish mumkin:

InAQ(N,m) =InN!—-In (%N+m)! —In (%N—m)! ~

4{Umumiy formula quyidagicha: N -ta bir-biridan farq qilmaydigan jisnlaming V) -tasi bir holatda. olgan
N;-tasi boshqa holatda bo‘lsa bunday holatni tashkl qilish variantlari N (NN ga teny.

5Q0hirgi hadni fagatgina hozir ko'rilayotgan misoldagina ishlatamiz, boshqa hech gachon ishlatmaymiz.
Sababi - uning hissasi juda kichikdir, ammo ko'rilayyotgan misolda uning hisobga olivishu tagsimot
funksiyasining normasini to'g'ri topishga kerak bo'ladi.
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9 —
f_len—N-—(lN-i-m)ln—-————N/z-Fm—(-I—N—m)ln—-——N/ UL
e 2 e 2 e
1 1 1
+3 In(27N) — 5 In(w(N + 2m)) — Eln(ﬂ'(N — 2m)).

Yangi o‘zgaruvchi z = 2m/N kiritish magsadga muvofiqdir. N juda katta son
bo'lgani uchun z juda kichik bo'lib chiqadi. Yuqoridagi formulani =z bo‘yicha
qatorga yoyib va bu qatorda z? aniqlikdagi hadlarnigina qoldirib quyidagini
keltirib chiqarish mumin:

N, 1. 2

InA = - — —In—. 1.28
nAQ(N,m) = NIn2 ki +2ln1rN (1.28)
Demak,
2 2
A —9oN, [_2 _-2m /N' 29
N, m) =2/ e (1.29)

AQ(N,m) uchun Gauss tagsimoti kelib chiqdi. Ko‘rinib turibdiki,
] dm AQ(N,m) = 2V,

bu esa, yuqorida aytilganidek, holatlarning to‘'liq soni. (1.27)-formulada
ikkinchi had mana shu norma shartini bajarish uchun qoldirilgan edi, bundan
keyin

N.
e

InN!~ Nln (1.30)

formuladan foydalanveramiz®.

(1.29)-formulaning grafigi ilovadagi 1.2-rasmda ko‘rsatilgan. Tagsimot
cho‘qqisiga AQ(N,0) = 2¥,/2/(7N) son mos keladi. Taqgsimot o‘ta tor va
o'tkir uchli ekan. m? = N/2 da AQ(N,0)/AQ(N, /N/2) = e bo'ladi, shuning
uchun my = \/m son tagsimotning yarim kengligi deyiladi.

(1.21)- va (1.28)-formulalarni solishtirsak ko‘rilayotgan sistemaning
entropiyasi uchun quyidagini topamiz:

2N+l/2 N
S=InAQN,m)=In ( m) - %::2 ~In (\/2?1\’) - %mﬂ. (1.31)

®Bu formulani keltirib chiqarishning oson yo'li quyidagicha:

N N
InNl=) Inn z/dnlnn = Nin(N/e).
1
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Ko'rinib turibdiki, z = 0 (m = 0) nuqta entropiyaning maksimal giymatiga
to'g'ri keladi.

Entropiyaning ta’rifi bo‘yicha statistik vazn oshgan sari sistemaning
entropiyasi ham osha boshlaydi. Demak, m = 0 hol maksimal entropiyali
hol bo'lib uning amalga oshish extimolligi eng katta bo‘ladi. Ammo
m = 0 - sistemada tartibsizlik eng maksimal bo‘lgan holdir, bundan kelib
chiqadigan hulosa: entropiya - tartibsizlik o‘lchovidir. Entropiyaning
o'sish yo‘nalishi - tartibsizlikning o'sishi yo‘nalishidir. O‘ziga qo‘yib qo‘yilgan
sistema entropiyasi maksimal bo‘lgan holatga o‘tmoqchi bo‘ladi, demak, u
tartib eng kam bo‘lgan holatga o‘tishga intilgan ekan. m = £N/2 hollarga
AQ(N,£N/2) = 1 mos keladi, spinlarning hammasi bir tomonga yo‘nalgan,
sistemada maksimal tartib o‘rnatilgan. Bu holatlarning entropiyasi nolga teng.
Shunga yarasha ularning amalda uchrash extimolligi ham eng kichik bo‘ladi
- (1.26)-ga qarang. Demak, magnetiklar sistemasi muvozanat holatida ekan
m = 0 bo'lishi kerak. Spinlarning qandaydir bir qismining muvozanatdan
chetga chiqish extimolligi nimaga teng?

* Bu savolga javobni real magnetiklar misolida ko‘raylik. Ular uchun N =~
10%2. Bu - qattiq jismda 1 sm® dagi atomlar soni. Muvozanat holatiga m = 0
to‘g‘ri keladi.

1. m = 10 bo'lsin (shuncha atom muvozanat holatidan chetga chigqan
bo‘lsin). Bu holda

AN, ™) _ _owiyn _

AQ(N,0)
Demak, atomlarning m/N = 107'? qismini muvozanatdan chetga chiqqan
holda topish extimolligi deyarli birga teng ekan. Haqiqatda xech qachon
xech qanday sistema o‘zining aniq muvozanat holida turmaydi, ixtiyoriy
(makroskopik) sistemada muvozanat holidan (entropiya maksimal bo‘lgan
holatdan) chetga chigish ro'y berib turadi.  Keltirilgan misoldan ko‘rinib
turibdiki, sistemaga kirgan zarrachalarning 107 gismi  muvozanatdan
chetlashishi extimolligi yuqori ckan. Ammo 10 '* son « o'ta kichik sondir.

2. m = 10'2 bo'lsin. Bu holda m/N = 10 '\

AQ(N,m) o-2m/N
AQ(N,0)

Muvozanat (maksimal cntropiyalik) holatidan chetea cliagaan 2avvachalar soni
. . A

2107 ~ 0.98.
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