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Ushbu o‘quy qo‘llanmani

bobom Yusupov Allanazar va
buvim Xo ‘jagova Jumagullarning
porloq xotiralariga bag ‘ishlayman.

So‘z boshi

Mazkur o‘quv go‘llanma universitetlarning mexanika-matematika,
amaliy matematika va intellektual texnologiyalar fakultetlarining bakalavr
vo‘nalishlari uchun mo‘ljallangan “matematik fizika tenglamalari” kursi
dasturiga moslab yozilgan.

Ushbu o‘quv qo‘llanmani yozishda mashhur rus va boshga chet el
olimlari tomonidan yaratilgan darslik va monografiyalardan ham keng
foydalanildi. Shuningdek, muallif o‘quv qo‘llanmani yozishda Urganch
Davlat universitetining fizika-matematika fakultetida, Mirzo Ulug‘bek
nomidagi O°‘zbekiston Milliy unuversitetining mexanika-matematika,
amaliy matematika va intellektual texnologiyalar fakultetlarida, M.V.
Lomonosov nomidagi Moskva Davlat universitetining Toshkent filialida,
hamda “Moskva muhandislik-fizika instituti” Milliy tadgiqot yadro
universitetining Toshkent filialida “matematik fizika tenglamalari™ kursi
bo‘yicha o‘qigan ma’ruzalari va olib borgan amaliyot darslarida qo‘llagan
mashglaridan ham foydalandi.

Matematik fizika masalalarining doirasi nihoyatda keng bo‘lib, ular
turli fizik, mexanik, texnik, biologik va boshqa jarayonlarni o‘rganish
bilan uzviy bog‘ligdir. Ushbu o‘quv qo‘llanmada matematik fizikaning
xususiy hosilali differensial tenglamalarga keladigan masalalari
tekshiriladi. Asosiy e¢’tibor matematik fizika tenglamalarining uchta
klassik: elliptik, giperbolik va parabolik tipdagi tenglamalarini o‘rganishga
garatilgan. Bu tenglamalarni tekshirish integral tenglamalar nazariyasi,
umumlashgan funksiyalar nazariyasi, teskari va nokorrekt go‘yilgan
masalalar nazariyasi, Gilbert va Banax fazolaridagi chizigli operator
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tenglamalar nazariyasi, nochizigli operator tenglamalar nazariyasi, aralash
tipdagi tenglamalar nazariyasi, differensial operatorlarning spektral
nazariyasi, matematik fizikaning variatsion usullari va maxsus funksiyalari
kabi nazariyalar bilan uzviy bog‘liq holda bayon gilingan.

Shuningdek, xususiy hosilali differensial tenglamalarni yechishda
teztez qo‘llaniladigan bir qator usullar, jumladan, o‘zgaruvchilarni
ajratish, untegral almashtirishlar usullari, potentsiallar: usuli, variatsion
usullarni go*llab yechiladigan masalalar ham keltirilgan.

Ushbu o‘quv qo‘llanma universitetlarning mexanika-matematika,
amaliy matematika va intellektual texnologiyalar fakultetlarining bakalavr
yo‘nalishlari talabalari uchun mo‘ljallangan bo‘lib, undan “Matematika”
mutaxassisligi  bo‘yicha magistrlar tayyorlaydigan fakultetlarning
magistrantlari, mustaqil izlanuvchilar va doktorantlari ham foydalanishlari

mumkin.
Muallif



Kirish

Matematik fizika — bu fizik hodisalarning matematik modellari
nazariyasidir. Bu fan matematikaga tegishli bo‘lib uning haqgiqatlik
kriteriyasi — bu matematik isbotdir. Biroq, sof matematik fanlardan farqi
shundan iboratki, matematik fizika fani fizik masalalarni matematika
darajasida tadqiq etadi va natijalar teoremalar, grafikiar, jadvallar va
hokozo shakllarda ifodalanadi, hamda fizik tasavvurlar hosil qilinadi.
Matematik fizikaning bunday keng ma’noda tushunilishi unga
mexanikaning nazarly mexanika, gidrodinamika va elastiklik nazariyasi
kabi bo‘limlarining ham ta’lugliligini bildiradi.

Dastlabki matematik fizika masalalari differensial (integro—
differensial) tenglamalar uchun chegaraviy masalalarni yechishga olib
kelingan. Bu yo‘nalish klassik matematik fizika predmetini tashkil etadi va
hozirda ham o°zining muhim ahamiyatini saqlab turibdi.

Klassik matematik fizika I. Nyuton davridan boshlab fizika va
matematikaning parailel rivojlanishi bilan birga rivojlanib bordi. XVII
asrning oxirlarida differensial va integral hisob (I. Nyuton, G. Leybnits)
varatildi va klassik mexunikaning asosiy qonunlari, hamda butun olam
tortishish qonuni (I. Nyuton) ifoda qilindi. XVIII asrda tor, sterjen,
mayatniklarning tebranishi, hamda akustika va gidrodinamika bilan
bog‘lig masalalarni o‘rganish uchun matematik fizikaning usullari
shakllana boshladi. Shuningdek analitik mexanikaning asoslari  (J.
Dalamber, L. Eyler, D. Bernulli, J. Lagranj, K. Gauss, P. Laplas) yaratildi.
XIX asrda matematik fizika usullari issiglik o‘tkazuvchanlik, diffuziya,
clastiklik nazariyasi, optika, elektrodinamika, nochizigli to*lqin jarayonlari
va hokozo masalalar bilan bog'lig bo‘lgan yangi rivojlanishiga erishdi.
Potensiallar nazariyasi, harakatning turg‘unlik nazariyasi (J. Furye, S.
Puasson, L. Bolsman, O. Koshi, M.V. Ostrogradskiy, P. Dirixle, Dj.K.
Maksvell, B. Riman, S.V. Kovalevskaya, D. Stoks, G.R. Kirxgof, A.
Puankare, A.M. Lyapunov, V.A. Steklov, D. Gilbert, J. Adamar) yaratildi.
XX asrga kelib kvant fizikasi va nisbiylik nazariyasining masalalari,
hamda gaz dinamikasi, zarrachalarning ko‘chish nazariyasi va plazma
fizikasining yangi muammolari ham matematik fizikaga kirib keldi.
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Klassik matematik fizikada uch xil tipdagi sodda differensial
tenglamalar Puasson (xususan Laplas) tenglamasi, issiqlik o‘tkazuvchanlik
tenglamasi, to‘lgin tenglamasi bilan bog‘liq bo‘lgan har xil masalalar
o‘rganilgan.

Kvant mexanikasi va yadroviy energetikaning rivojlanishi bilan
matematik fizikaning yangi tipdagi tenglamalari va chggaraviy masalalari
paydo bo‘ldi. Bular qatoriga to‘lgin funksiyasi uchun Shryodinger
tenglamasi, statsionar Shryodinger tenglamasi, Gelmgols tenglamasi va bu
tenglama uchun Zommerfeld nurlanish shartlarini ~ ganoatlantiruvchi
masala, izotrop sochilish uchun zarrachalar ko‘chishining bir xil tezlikli
tenglamasini keltirish mumkin.

Bu masalalarni tadqiq etishda oddiy va xususiy hosilali differensial
tenglamalar nazariyasi, integral tenglamalar, variatsion hisob, funksiyalar
nazariyasi, funksional analiz, chtimollar nazariyasi, taqribiy usullar va
hisoblash matematikasi asosiy matematik qurol bo‘lib xizmat giladi.

XX asrda kvant fizikasining yangi bo‘limlari: kvant mexanikasi,
kvant maydon nazariyasi, kvant statistik fizikasi, nisbiylik nazariyasi,
gravitatsiya kabi (A. Puankare, D. Gilbert, P. Dirak, A. Eynshteyn, N.N.
Bogolyubov, V.A. Fok, E. Shryodinger, G. Veyl, R. Feynman, Dj. fon
Neyman, V. Geyzenberg) bo‘limlar paydo bo‘ldi. Bu hodisalarni o‘rganish
uchun qo‘llaniladigan matematik qurollar to*plami sezilarli ravishda
kengaydi. Matematikaning an’anaviy sohalari bilan bir qatorda operatorlar
nazariyasi, umumlashgan funksiyalar nazariyasi, ko'p kompleks
o*zgaruvchili funksiyalar nazariyasi, topologik va algebraik usullar, sonlar
nazariyasi, p-adik analiz, asimptotik va hisoblash usullari keng qo‘llanila
boshlandi. Elektron hisoblash mashinalarining paydo bo‘lishi bilan batafsil
tahlil qilinadigan matematik modellarning juda muhim sinflari kengayib
bordi. Hisoblash eksperimentini o‘tkazishning peal imkoniyatlari paydo
bo‘ldi. Masalan, atom bombasining portlashini modellashtirish yoki atom
reaktorining real vaqt masshtabidagi ishini modellashtirish mumkin bo‘ldi.
Zamonaviy nazariy fizika va zamonaviy matematikaning bunday intensiv
o‘zaro ta’sirida yangi soha — zamonaviy matematik fizika shakllandi.
Uning modellari hamma vaqt ham differensial tenglamalar uchun
qo‘yilgan chegaraviy masalalarga keltirilavermaydi, balki aksiomalar
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sistemasi shaklida ifoda gilinadi. Matematikada, aynigsa geometriyada va
to‘plamlar nazariyasida aksiomatik usul ancha oldindan ma’lum edi. Har
ganday aksiomalar sistemasi singari, bunday sistema qarama—qarshiliksiz,
bog‘ligmaslik, quriluvchanlik va to‘lalik talablarini qanoatlantirishi kerak
bo‘ladi.

XX asrga kelib nazariy fizikaning rivojida bu tendensiyani P.
Dirak yaxshi tushundi. U 1930 yildagi o‘z magqolasida nazariy jihatdan
pozitronning mavjudligini aytdi. U quyidagicha yozadi: “Ehtimol mening
fikrimcha bunday uzluksiz abstraktlash jarayoni davom etib boradi va
kelajakda fizikaning yutug‘i ko*p darajada uzluksiz modifikatsiyalashga va
matematika asosida aksiomalarni umumlashtirishga asoslangan bo‘ladi”.
Nazariy fizikaning keyingi taragiyoti P. Dirakning fikrlarini to‘la
tasdigladi. Bunga yorgin misol sifatida nazariy fizikada aksiomalashtirish
usullarining qo‘llanilishi N.N. Bogolyubov tomonidan o‘tgan asrning 50—
yillarida kvant maydon nazariyasida aksiomalashtirishda sezildi. Shu
davrda Gamilton formalizmini qo‘llaganda ultrafiolet wzoglashuv
muammosi bor edi. Bu muammoga N.N. Bogolyubov boshqgacha
yondashuv bilan qarashni taklif etdi. U avval Gamilton formalizmidan voz
kechdi va Geyzenberg tomonidan kiritilgan sochilishning matritsaviy
nazariyasini asos qilib gabul qildi. N.N. Bogolyubov bu bilan mumkin
bo‘lgan matematik obyektlar to‘plamini kengaytirdi. Bunda sochilish
matritsasining elementlari deb operator qiymatli umumlashgan funksiyalar
olindi. Shu bilan birga sochilish matritsasi relyativisilik, kovariantlik,
unitarlik, sabablilik, spektrallik kabi asosiy fizik postulatlarni
qanoatlantirishi talab qilindi,

Matematik fizikaning masalalari orasida J. Adamar bo‘yicha korrekt
qo'vilgan masalalar, ya'ni yechimi mavjud, yagona va shu masaladagi
berilganlarga uzluksiz bog‘liq bo‘lgan masalalar juda muhim sinflardan
biri sifatida ajratiladi. Bu talablar birinchi qarashda juda tabiiydek bo‘lib
ko‘rinsada, ularni gabul gilingan matematik modellar darajasida isbot
qilish zarur bo‘ladi. Masala korrektligining isboti — bu birinchidan shu
matematik modelning qo‘llanilishini bildiradi: model qarama—qarshiliksiz
(yechim mavjud), model bir qiymatli ravishda fizik jarayonni ifoda qgiladi
(vechim yagona), model fizik miqgdorlarning chetlashuvida kichik
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sezgirlikka ega (yechim masalada berilganlarga uzluksiz bog‘liq bo‘ladi).

Matematik fizika masalalarini tadqiq etishda umumlashgan
funksiyalar muhim rol o‘ynaydi va bu umumlashgan yechim bilan jips
bog‘langandir. Shu sababli umumlashgan funksiyalar nazariyasi muhim
ahamiyatga egadir. 3

Mazkur o‘quv qo‘llanmaning 1-gismida xususiy hosilali differensial
tenglamalarning xarakteristikasi hagida tushuncha, xususiy hosilali
differensial tenglamalarning klassifikatsiyasi va ularning kanonik
ko‘rinishi, ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar uchun asosiy
chegaraviy masalalarning qo‘yilishi, Koshi masalasi yechimining
mavjudligi va yagonaligi hagidagi S.V. Kovalevskaya teoremasi,
matematik fizika masalalarining korrekt qo‘yilishi, korrekt va nokorrekt
masalalar, AN. Tixonovning regulyarlashtirish metodi, xarakteristik
ko‘phad ildizlari terminida Koshi masalasining nokorrekt qo‘yilish
shartlari batafsil bayon gilingan.

Har bir bob paragraflarga bo‘lib chigilgan. Paragraflar punktlarga
bo‘lib chiqilgan va har birida mavzuga oid asosiy tushunchalar keltirilgan,
tegishli teoremalar isbotlari bilan berilgan va unga doir namunaviy
misollar tahlil gilingan. Paragraflar mavzuga oid mustaqil ish uchun
vazifalar bilan boyitilgan. |



IBOB
XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL
TENGLAMALARNING SINFLARI. MATEMATIK FIZIKA
TENGLAMALARI UCHUN ASOSTY MASALALARNING
QO‘YILISHI

Matematik fizikaning ko‘pgina masalalari xususiy hosilali
differensial tenglamalarga olib kelinadi. Eng ko‘p qo‘llaniladigan
differensial tenglamalar — bu ikkinchi tartibli differensial tenglamalardir.
Ushbu bobda bunday chizigli differensial tenglamalarning klassifikatsiyasi
va ularning kanonik ko‘rinishi, ikkinchi tartibli chiziqli differensial
tenglamalar uchun asosiy chegaraviy masalalarning qo‘yilishi, Koshi
masalasi, matematik fizika masalalarining korrekt qo‘yilishi, korrekt va
nokorrekt masalalar kabi mavzularni ko‘rib chiqamiz.

1 - §. Xususiy hosilali differensial tenglamalarning xarakteristikasi
hagida tushuncha. Xususiy hosilali differensial tenglamalarning
klassifikatsiyasi va ularning kanonik ko*rinishi

1. Xususiy hosilali differensial tengiama tushunchasi va uning
yechimi. Q - orgali x;,x,,...,x,, #22, ortogonal dekart koordinatali x

nuqtalarning #— o‘lchamli ~ R" evklid fazosidan olingan sohani
belgilaymiz. .

n
QQ - sohadan olingan x nuqta va o, ,..,q,, Zaj=k,

j=!
k=0,..m m=21, manfiymas butun indeksli Poa,..a, haqigly

o'zgaruvchili F(X,..., Py g, . ) — haqigiy qiymatli funksiya berilgan

n
bo‘lib, hech bo‘lmaganda T—Q{:— , bunda Za 'y =m, hosilalardan

& ay .., Jj=1




o"u

Ox; 0%y * ...0%,"

k L
73 x’"_,__a_y__’". =0
ax . DX

shakldagi tenglik u(x)=u(x,x),...,x,,), *€Q noma’lum funksiy
nisbatan m—tartibli xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi va |
tenglikning chap tomoni esa, m—tartibli xususiy hosilali differensia
operator deyiladi.

Q sohada aniglangan u(x) haqiqiy qiymatli funksiya va uning (1)
tenglamada qgatnashgan barcha xususiy hosilalari uzluksiz bo‘lib, bu
tenglamani ayniyatga aylantirsa, u holda shu funksiyaga regulyar yechim
deyiladi.

birortasi noldan fargli bo‘lsin. Bu yerda Poa,..a,

deb olamiz.

n
Agar F funksiya pg, ., bunda |o|=)a;=k k=0,.m

Jj=1
barcha o‘zgaruvchilarga nisbatan chizigli funksiya bo‘lsa, u holda (1)
tenglamaga chiziqli tenglama deb ataladi. Agar F' funksiya Paa,..a, >

bunda |e|= iq j =m o‘zgaruvchigagina nisbatan chizigli bo‘lsa, u holda
=
(1) tenglamaga kvazichizigli tenglama deb ataladi.

Lu= f(x) chizigli tenglama uning o‘ng tomonidagi  f(x)
funksiyaning barcha xeQ uchun nolga teng yoki aynan noldan fargli
bo*lishligiga qarab bir jinsli yoki bir jinsli bo‘lmagan énglama deb ataladi.

Osongina ko‘rsatish mumkinki, agar u(x) va wv(x) funksiyalar bir
Jinsli bo‘lmagan Lu= f(x) chizigli tenglamaning yechimlari bo‘lsa, u
holda ularning ayirmasi w(x)=u(x)-v(x) esa Lw=0 bir jinsli
tenglamaning yechimi bo‘ladi. Bundan tashqari, agar u(x), k=1...,1
funksiyalar bir jinsli tenglamaning yechimlari bo‘lsa, u holda
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/
u=Y cyup(x), bunda c;— hagigiy o‘zgarmaslar, ham shu tenglamaning
k=1
yechimi bo‘ladi.
2. Xususiy hosilali differensial tenglamalarning xarakteristikasi

haqida tushuncha. (1) tenglamaning tipi

' K (&san)= 2.

|ai=m apal..'a,,

5L

xarakteristik forma orqali aniglanadi.
Y a,(x) D*u= f(x) (¥3)
laf<m
tenglama m — tartibli xususiy hosilali chizigli differensial tenglamamng
. umumiy shakli, bunda @ =(¢,,....a,) ﬁmultlmdeks,‘@ >0, J —1 n,
' bundan tashqari @; — butun sonlar, |a|=a+a;+. 4@, multiindeks

¢ a“”'u .
s =_;? bo'lsin. D% —»&% almashirish orgali (2)
l- X H

Z a,(x)2% simvolini hosil qgilamiz, ~bunda

3" é‘a 2B aa (x)&* formaga (2) tenglamaning bosh
o |

mvoli yoki xarakteristik ko*phadi deb ataladi.

xeQ tayinlangan nugta bo‘lsin. Noldan fargli £ = (fl,é"z, ) #0

ktor uchun Z a,(x)E% =0 bo‘lsa, uholda bu vzktor xam.ktﬂﬂwk
laf=m

deb ataladi.

X,.X,)=0  formula bilan berilgan

teristik yo'nalishga cga bo‘lsa, ya'ni
'F(xl,xg_,...,x,,) =1)

_a_.F'aj : aF'“"___"'
:aa(x)[axx] "'[a.x,,] g




bo‘lsa, u holda xarakteristik sirt deb ataladi. Bu xarakteristika
OF 0F OF
ox 0xy," " ox, ]
Ikkinchi tartibli kvazichizigli (barcha yugori tartibli hosilalarga
nisbatan chiziqgli) uzluksiz a;i(x) koeffitsientli tenglamani qaraymiz:

“tenglamasidir, bunda grad F = (

n n azu
2.4 () +®(x,u, grad u)=0. )
i=1 j=1 Risss
X =(X.%,..0%,), 22 o‘zgaruvchili F(x) funksiya C' sinfdan
olingan bo‘lib, F(x)=0 sirtda grad F(x)#0 va
L 0F OF
2201 =120 5)
i=1 j=1 Ox; 0x;
bo‘lsin. U holda F(x)=0 esa, -(4) kvazichizigli differensial
tenglamaning xarakteristik sirti deb, (5) tenglama esa xarakteristik
tenglamasi deb aytiladi. =2 wuchun xarakteristik sirti xarakteristik
chiziq deb ataladi.
~2
- ;‘ =a’Au
ot” - {
to‘lgin tarqalish tenglamasi uchun xarakteristik tenglama

2 P
T -—azza—P =0
ar =1 axf-
shaklga egadir.

Uchi (xy,%,) nugtada bo‘lgan xarakterisfk konus deb ataluvchi

a?(t—1)> —|x—x|" =0
sirt xarakteristik sirt bo‘ladi.

ity IRy
ot

issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun xarakteristik tenglama

2
n
F=0 da ~a22(£} =0
i1\ 0%;

12




shaklga egadir. Uning sarakteristikalari osongina ko‘rinadiki, =C
tekisliklar oilasidan iborat bo*ladi.

Au=f
Puasson tenglamasi uchun xarakteristik tenglama

n oo 2
F=0 da 2[951 =0
=1\ O%i
shaklga egadir. Bundan F = 0 da grad F =0 ekanligi kelib chiqadi,
bu esa mumkin emas, ya’ni xarakteristik sirtga ega emas.

3. Misollar. Endi xususiy hbosilali differensial tenglamalarning
tartibini va uning chizigli differensial tenglama ekanligini aniqlashga doir
misollar keltiramiz:

1-misol.  sin(u, —u,) —sinu, cosu, + sinu,, COSuy = 0 tenglama
xususiy hosilali differensial tenglama bo*ladimi?

Yechish:

oF 8(51n(ux —u,) —sinuy cosu, +Sinu, cosax) -

Ouy Ouy,
= cos(u, —Uy) —COSUy COSH), —SINUy
{ = COS Uy, COSUy, +Siny, SifUy —COSU, COSUy —sinu,, sinu, =0 .

sinu, =

~

Xuddi shunday., ‘635_ =0 ekanligini ko‘rsatish mumkin. F funksiyadan
y
xususiy hosilalar bo‘yicha olingan hosilalar nolga teng ekan. Demak,
berilgan tenglama xususiy hosilali differensial tenglama bo‘lmas ekan.
Z
2-misol.  ul+ uiy —(u = W) =0 tenglama xususiy hosilali

differensial tenglama bo‘ladimi?
Yechish: Avval berilgan tenglamani soddalashtirib olaylik.

- o D 21 g cat g
F =ug, +uj, —(uxx -uw) = Uiy —Uyy —Upx +

) : ) : s
2y —Uyy = 2y FEndi esa, xususiy hosilalar bo‘yicha

hosilalarni hisoblaymiz:
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-é-uai=2u}y¢0, fizzun;eo.

xx Uyy
Demak, berilgan tenglama 2—tartibli xususiy hosilali differensial tenglama
ekan.

2

3-misol.  cos“u,, +sin’

B 4u;' =2u, +u =0 tenglamaning
tartibini aniqlang.
Yechish:

2

2 : 3 )
a(cos U +SIN" Uy + AUy —2u,, + u)

Ol
=—2C08 Uy, SiNU, +28inu,, cOSU,, =0

2

(':3(0082 Uy +8I0° Uy, + 4u§ =2u, +u)

Ou

X
Demak, berilgan tenglama 1—tartibli xususiy hosilali differensial tenglama
ekan.

=12u} #0

4-misol. xzun +Xthy, +SINY Uy~ yzu =0 tenglama xususiy
hosilali chizigli differensial tenglama bo‘ladimi?
Yechish:
2 : 2
a(x Uyy + Xy, +SIDY U~y u) 5

=x"%0
ou

XX
bo‘lgani uchun berilgan tenglama 2-tartiblidir, Hamda tenglama Lu= f
ko‘rinishida bo‘lib, bu yerda

= 92 : 2
Lu= XUy +xuy, +8iny-u, —yu

Xy
operator noma’lum funksiya va uning hosilalari 4., Upys Uss U
larga nisbatan chiziqlidir, chunki

Liau+ pv) = xz(au +BV) i+ x(au+ ), +
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+siny-(au+ pv), - yz(au + fv) =

. I
= 4::|:Jc2umr + Xty + SNy Uy —ayzu +Ox v, +

+Pv,, + Bsiny v, - By*v=alu+ pLy

va tenglamaning o‘ng tomoni  f(x)=0 dir. Shuning uchun 2—tartibli
xususiy hosilali bir jinsli chizigli differensial tenglama bo‘ladi.

S5—misol. xuf‘Dr +(X+ Yy, —5y-uy = yzu +sin(x + y) =0 tenglama
xususiy hosilali chizigli differensial tenglama bo‘ladimi?

Yechish: Berilgan tenglama xususiy hosilali chizigli differensial
tenglama bo‘la olmaydi, chunki Lu= xuﬁx +(x+ Yy, —5y-u, - yu
operator u,, ga nisbatan birinchi tartibli (chizigli) emas.

. 2 )
6—misol.  xu,,, +yu,, —Sy-uy, —lny-u. -y u+

+sin(x + y)+x2 =0 tenglama xususiy hosilali chizigli differensial
tenglama bo‘ladimi?
Yechish: Berilgan tenglama xususiy hosilali bir jinsli bo‘lmagan
chizigli differensial tenglama bo‘ladi, chunki
Lu =xuy, + yzum =Sy sy —Iny-u, - yiu

operator  Uyyy, Uy, Uy, Ue, ¥ larga nisbatan birinchi darajali

differensial ifoda va f(x)=—sin(x+ y) —x* £0,

7-misol. Uy =18V Uy, + Ty Uy, =y Uy — yu +xy =0 tenglama
xususiy hosilali chizigli differensial tenglama bo‘ladimi?

Yechish: Berilgan tenglama xususiy hosilali chizigli differensial
tenglama bo‘la olmaydi, chunki

Lu=uy, —tgy-u,, +7y-uxyuw —y-u,—yu
Uy, Uy, larga nisbatan birinchi darajali differensial ifoda
emas. Ammo ushbu tenglama xususiy hosilali kvazichizigli differensial
tenglama bo‘ladi, chunki Lu=uy, —tgy-uy, +7y ugu,, —y-u, —yu

operator

operator yuqori tartibli hosila  u,,, ga nisbatan birinchi darajali
differensial ifoda bo*ladi.

15




4. Xususiy hosilali differensial tenglamalarning klassifikatsiyasi
va ularning kanonik shakli. _
Ta’rif Agar har qanday |r,"'| #0 uchun Z a, (xo)cf“ #0
|or}=m
(boshqacha gilib aytganda, uning haqigiy xarakteristikasi yt; ‘q) bo'lsa, u
holda
Y. () D"u=f(x)

|erf<m

chizigli tenglama x° nugtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.
1=l -
Ta'rif. Agar Zg’f 20 bo'ladigan har ganday &,....&,-y uchun
J=1

Z Gy (xo)f_:"f o tenglama &, o'zgaruvchiga nisbatan m
o
ta hagiqiy va har xil ildizlarga ega bo ‘lsa, u holda
Z a,(x)D%u= f(x)

[a|Sm
chizigli tenglama. %0 nugtada x, 0'q yo nalishida giperbolik tipdagi
tenglama deyiladi.
Ta'rif. Agar x" tayinlangan nugta uchun shunday bir
& =& (yses )y =121,

o ‘zgaruvchilarning affin almashtivishini topish mumkin bo ‘lib, natijada,

Z a, (xo) E%  forma y; o'zgaruvchilarning fagatgina | —tasinigina,
|etj=m

bunda 0<l<n, saglasa, u holda Z a, (x)D%u = ffx) tenglama x

|a|£m

0

nugtada parabolik maxsuslikka ega yoki parabolik tipdagi tenglama
deyiladi.
Tkkinchi tartibli xususiy hosilali chizigli tenglamani quyidagi shaklda
yozish mumkin:
n

i Za,-),-(x)-r/txrj,cj +ib,-(x)'uxl +e(x)u+ f(x)=0,

j=1 i=l i=1
16



(a; =a;), bunda @ b, c, f  funksiyalar  x=(x;,%p,0%,)
o‘zgaruvchiga bog'liqdir. Yangi & erkli o‘zgaruvchilarni
& =& (X Xg0s X)s K —Ln shaklda kiritamiz. U holda

n n n n
uxs - Z“eﬂ Ak u-\';-’f_, ki ZZ ugpf; 'a‘*aﬁ +Zu§k '(('-I‘:k)::c‘-xJi 2
k=1 k=11=1 k=1

1

bunda a; = %’i. Hosila uchun olingan ifodalarni berilgan tenglamaga
G
go‘ysak, quyidagini hosil gilamiz:
n n n _
Z ZEH Ug g "‘Zbk ‘g, +eu+ =0,
k=1 I= k=1
bunda
non il n n
ay =22agfx,-kaﬂ, bk:Zb,-—a}-k +Z Zay-(gk)xx -
i=1 j=1 i=l i=l j=1 e
Endi

.nn
ey,

i=] j=1
kvadratik formani garaymiz. y o‘zgaruvchi ustida

n
e :Z ikTlk
k=1

chizigli almashtirish bajarib,

nn
I (") memy
k=11=1
kvadratik formaga ega bo‘lamiz, bunda
non

i= j=1

bo‘ladi.
Ma’lumki, chizigli almashtirishni mos-tanlash yo‘li bilan kvadratik




kanonik shaklga keltirish mumkin bolib, bunda a;, i=Ln
koeffitsientlar 1, =1, 0 giymatlarni qabul qilédi, bundan tashgari
inertsiya qonuniga ko‘ra, musbat, manfiy va nolga teng koeffitsientlar
soni kvadratik formani kanonik shaklga keltirishdagi “chizigli
almashtirishga nisbatan invariantdir.

Agarbarcha n ta o; koeffitsientlar bir xil ishorali bo‘lsa, u

holda tenglama x° nugtada elliptik tipdagi tenglama deb, agar n-1 ta
@; koeffitsientlar bir xil ishorali va bitta koeffitsient unga garama—qarshi

ishorali bo‘lsa, u holda tenglama  x° nugtada giperbolik tipdagi (yoki

normal giperbolik tipdagi) tenglama deb, agar «; koeffitsientlarning m
tasi bir xil ishorali va  m—-m  tasi unga garama-qarshi ishorali
(m>1, n=m>1) bo‘lsa, u holda tenglama x” nugtada ultragiperbolik
tipdagi tenglama deb, agar «; koeffitsientlarning hech bo‘lmaganda

bittasi nolga teng bo‘lsa, u holda tenglama x nugqtada parabolik tipdagi
tenglama deb ataladi.
Kanonik formalar:
Au+@=0 (elliptik tip),

n
U x, = Z Uy y, +P (giperbolik tip),
-

m n
Z”x,x. = Z Upx, T @ (m >l,n—-m> 1) (ultragiperbolik tip),
i=1 i=m+1

n—m

o [i Rk )+ ®=0 (m>0) (parabolik tip)e
i
O‘zgarmas koeffitsientli bo‘lgan holda
n n n
Z Zaﬁux,-xj +Zb,—ux‘ +eu+ f=0
i=1 j=1 i=1
tenglama uning aniglanish sohasining barcha nuqtalari uchun bir vagtda
o‘zgaruvchilarni chizigli almashtirish yordamida kanonik shaklga

Keltinladi, u " Tinksiya o'thiga ~ u=v-ehithutrhy, tenglik
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B

yordamida v yangi funksiyani kiritib va A, o‘zgarmaslarni tegishli
tanlash yordamida biz tenglamani yanada sodda shakldagi kanonik

formaga keltirishimiz mumkin bo‘ladi.
n=2 uchun

Vg + Vg HEVH £,=0 (elliptik tip),
Vep OV f1=0
yoki (giperbolik tip).
ez —Vn +ev+ f1=0
Veg +by vy + f=0 (parabolik tip).

5. Ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy hosilali chizigli
differensial tenglamalarni kanonik shaklga keltirish. Quyidagi
kvazichizigli tenglamani qaraylik:

A-az‘; eria o 62“2 +F[x, y,u,f‘ﬁﬂ)zo L
ox oxdy oy ox Oy
bunda 4,B,C €C*(Q).
Bu differensial tenglama
{ 1) Agar B%* - AC>0 bo‘lsa, u holda giperbolik tipga,
2) Agar B> - AC=0 bo‘lsa, uholda parabolik tipga,
3) Agar B? — AC <0 bo'lsa, u holda elliptik tipga tegishli bo*ladi
Ushbu "

&=&(xy), n=n(xy)
funksiyalar ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lib,
bundan tashqari Q sohada yakobian noldan fargli, ya’ni

Ggbag
DEm) _[&x |
D(x,y) |én on

o Oy

\ bo'lsin. & wva 7 yangio‘zgaruvchilarga nisbatan tenglama quyidagi
shaklda yoziladi:
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ou Ou
A_+2‘B C-—+F N/ . B S J 0 s (7)
ogr  ofn  on’ : o5 0

bunda »

E(g,q)=A( ] 233‘565 c(af]

- % 'u =0% r-[

dy
E(r:,a;):A{ ] +2Ba"a” C{i’j),

B(e.m)= Aagaq B{afaq agaq}rcga_g
oxdy dyox) Oyoy

va
§2—35=(82—AC)(§-6—”—?£9—2)

&(x,y) va n(x,y) funksiyalarni shunday tanlash mum kinki,
bunda quyidagi shartlardan faqat biri bajariladi:
1) 4=0,C=0; 2) A=0, B=0; 3) A=C, B=0.
1) B2=AC>0 bo‘lsin. A#0 yoki C#0 deb olamiz. Masalan, 40, |
2
A[a‘”] 322000 c[-aﬁj =0 (8)
ox xoy oy

tenglamani qaraylik. Bu tenglamani

P%%mm)%;ﬁ}xp%(a

lF=ac)2]eo

4
shaklda ham yozish mumkin. Bundan, esa
. (B+J32 Ac)i’-:o, | ©)
Bx oy
Ai?i+(3- BZ~AC)§£=0 (10)
Ox ay

tenglamalar hosil bo‘ladi. (9) va (10) tenglamalarni integrallash uchun
ularga mos oddiy xarakteristik differensial tenglamalarni tuzamiz.
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—_—

ds i P B
4 4

& dy
B+\/32—Ac' B JBz—Ac’

A@—(B+~/BZ—AC)dx=0, Ady—(B— BZ—AC)dx=0,

yoki bitta tenglama ko*rinishida
A(dy)? —2Bdydx + C(dx)* =0
tenglama hosil bo‘ladi. Bundan, A(xq, ) #0 bo*lgani uchun

@(x,y) =const,  @,(x,y)=const
integrallar mavjudligi kelib chiqadi. (Hagigatdan ham, o‘zgarmas

koeffitsientli bo‘lgan holda
dy _B+VB-AC dy B-\B*-AC
dx 2

yoki

3

dx A A
B+VB2-AC . B-\B?- AC
y= x+Cy, y=—x+0C).

A A -
£=g@(x,y), N=@(x,) deb olamiz. U holda (7) tenglamani 2B ga
bo‘lib, '

o0%u u Ou
_'—_=Fl Gl
z - ogon o on
tenglamani hosil gilamiz, yoki ~ {=a+ p, n=a-p debolib,
. 2 2
6 i; _Q%:(D a,ﬂ,u,@.,.?i

da” P da 0p
tenglikga ega bo‘lamiz. Bu giperbolik tipdagi tenglamaning kanonik
shaklidir.

2) B -AC=0 bo'lsin. A#0 deb olamiz. U holda (8) tenglama
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

AQE + BEQ—’ =0.
ox oy
Bu tenglamaning @(x,y)=const  umumiy yechimi yordamida

E=g(x,y) debolamiz va 7= n(x,y) sifatida esa, ikki marta uzluksiz
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differensiallanuvchi ixtiyoriy funksiyani %&”%;ﬁo shart (x,o)
X,y |

nuqta atrofida bajariladigan qilib olamiz. B%—A4C=0 Shartdan va

422.8% _0 tenglikdan 822402 - tenglik kelib chigadi,
x oy ox oy

Shuning uchun B =| 492+ %2127 (90 o O0\0n o\ o0
Ox oy ) ox ox oy ) Oy

ox
shaklga almashadi, bundan ~ C#0  ekanligi kelib chigadi. (7)
tenglamada C#0 ga bo‘lib,
B;Z—Fz(é’,rzu e
on oL’ on
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu parabolik tipdagi tenglamaning kanonik
shaklidir.
3) B*-AC<0 bo'lsin. A,B,C koeffitsientlar x va y ga bog'lig
analitik funksiyalar deb olamiz. U holda
A@+(B+J32—AC)Q‘E=
Ox oy
tenglama (x,,),) nugqta atrofida @(x,y) =g (x, ) +igy(x.y) va shu

afqt() bo‘lgan analitik yechimga ega bo‘ladi,

A=0 tenglik ham o‘rinli. C koeffitsient esa, C = 7 [A o +B 6@;’]

nugta atrofida {%

(Bunday analitik yechimning mavjudligi S.V. Kovalevskayarteoremasndan
kelib chigadi).

E=a(xy) n=0(x,))
Ap.0,)
o(x,y)

2 )
A[—a—g] +286—¢@-+C[?—€J =0
0. éx oy %

ox
ayniyatning haqiqiy va mavhum gismlarini ajratib,

deb olamiz. #0 ekanligini ko‘rsatish giyin emas. Endi
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- —

(ag) 2365 % e A (5’7} +289191 , on)
ox ox oy dy ox ox oy dy
ekanligini, ya'ni A=C va
4220n gl 0500 050n) 850n .
ox Ox ox 8y Oy ox oy oy
ekanligini, ya’ni B =0 tengliklarni hosil gilamiz.
AR} +2Bhty +C13 (B2 - AC < 0)
kvadratik formaning aniglanganligiga ko‘ra, faqat va fagat shu holdaki,
agar
o5 o _om_on_,
ox oy ox oy
bo‘lsa, u holda 4 =C' nolga aylanadi. Lekin, biz @(x.y) yechimni bir
vaqtda bu tenglikni ganoatlantirmaydigan gilib tanlaganmiz.
Shunday qilib, 4 ga bo'lib,
2 2
_?_“ a_z_fg[:f,n,u, < Ou]
2&% op o¢'d
tenglikga ega bo‘lamiz. Bu elliptik tipdagi tenglamaning kanonik shaklidir.
6. O‘zgarmas koeffitsientli ikki o‘zgaruvehili ikkinchi tartibli
xususiy hosilali chizigli differensial tenglamalarni kanonik shaklga
keltirishga doir‘misollar.
I-misol.  u, +2uy, —3u,,, +2u, +6u, =0 ftenglamani kanonik
ko‘rinishga kcltlrmg
Yechish: A=1, B=1, C=-3, A=B>~AC=1+3=4>0 bo‘lgani
uchun, yuqoridagi tenglama giperbolik tipdagi tenglama bo‘ladi. Endi esa,
uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz va uni yechamiz:

(&) -2dyds - Y =0, y?-2y-3=0, y=22V4+12 “j“zﬂiz,

:3, y'=-—1 y=3x~C]’ y=_x+C2, Cl =3x_y’ C2=x+y.
Ci. €, o'zgarmaslarni mos ravishda &, 5 lar bilan almashtiramiz:
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E=3x~y
{n =x+) .
u funksiyani murakkab funksiya deb qarab, birinchi va ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarni hisoblab, tenglamaga qo ‘yamiz: "

“x="§'§x+"q'ﬂx=3“§+uq’ uy.—_u:-gy-kuq-qy:—ué-i-un,
2 2
un.zugg-(gx) +2u§ﬂ-c§x-r}x+um-(r)x) L
-Hl: fxx +H,7 T ':9u§§ +6u§,7 +u,m
tyy =gz &y ity (G Ty ) Fibgy T Ty +
+ug - rfg, +ip My = —3u5e§ + 2“4’?} +ppy
2 2
“Jaa:“éf'(gy) *"zucfn'fy"?.vwnn'("y) i
Hlg G+l “Tlyy =Uge = Dign * gy
Bu yerda shuni ta’kidlab o‘tamizki, agar & imoillar X,y

chizigli funksiyalari bo‘lsa, u holda &y =0 &y =0, & =0,
Te=0. My =0, 7, =0 bo'ladi, hamda birinchi va ikkinchi tartbli

hosilalar quyidagi formulalarga o°xshab ketadi:

2
0 8 2 2
mz[gg"gﬁ'a_q"h] u=ug (&) + gy & Mg gy (1:)

U = _.6_..‘5 +__a._. . ._a_g .;._6_‘_.7} ]u:
v =\ag ™ Ton " \ag Y on Y

=Ug 'gx'fy""u;fq '(§x°’?y+§y'nx)+ur;n'nx'n_v’
of

larning

2
Uyy = [6;’ Syt o ”y] USHE:" (éy) +2ugy -Gy My + Uy (”y) :

Endi topilgan ifodalarni , + 2y, —3uy, +2u, + 6u, =0 tenglamaga olib

borib qo*yamiz:
Oz +6ugy +thpy "’2‘("3“5«5 +2ug +”ﬂn)'3' (“ié = ugy + ) i
+2-(3u¢- +un)+6-(—u§ +uq)= 0,
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!

ya'ni lﬁug,? +8u, =0, Bundan Uz +%u¢ ={ ten_glamaga ega bo‘lamiz,
Ushbu tenglama berilgan tenglamaning kanonik ko'rinishi boladi.

2-misol. Uy t 2y +5uy,, +2u, ~3u, =0
ko' rinishga keltiring.

Yechish: A=l B=l, C=5, 'A=32_AC=1~5=_4<0

bo*lgani tchun, yuqoridagi tenglama elliptik tipdagi tenglama bo‘lad;
Endi esa, uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz va uni yechamiz: .

yil__zlvF_}_S:O’ yf_ 2+'\f4-‘20

tenglamani kanonik

= ——E-‘——‘ =1+2i,
y=(1+21)x-C, x-p+2xi=C.
E=x-Y boo byt - :
Bu yerda {q A almashtirishni bajaramiz. Shunga ko‘ra,

Uy =u§+21¢n ’ uy :_u‘f s Uy =H§ec +4u{:¢ +4U!.”? :
uxy "'-:—lli’;g "‘211@2 ! “}y =u§€,
hosil bo‘ladi. Topilgan ifodalarni tenglamaga olib borib qo*yamiz:
H;’é + 4“,;’7} +4uqr} +2("Il§§ "‘2“50) +5H§§ -

+2(u§ +2u, ) -3(-1? ] -0,
Y o + S G 4 = 0 i s 5
ya'ni dugs +4m ﬂ% Uy =0. Bundan ug; +u,, ottty =0
tenglamaga ega bo*lamiz. Ushbu tenglama berilgan tenglamaning kanonik
ko*rinishi bo‘ladi.

Findi esa ushbu elliptik tenglamani sodda kanonik shaklga keltiraylik
ya'ni tenglamadagi birinchi tartibli hosilalarni yo*qotamiz. Buning uchur;
u(E.m)=v& q}.e’-e’ 1 almashtirish bajaramiz va birinchi va ikkinchi
artibli xususiy hosilalarni hisoblab, tenglamaga qo*yamiz:

ugzvg.e)”’:-l—ﬂn'l'l"ieléq—ﬂq ) Ifq:v}?-e;'g-‘-#n-{-v.#ezf*'prf
u‘fg =V‘f§ .eiéw!? +V&! _Ae’%‘:‘*’ﬂﬂ +V¢' 'lezé.'-#q +v 'Zzei:ﬁuq =

= v;f 4 e;é"'ﬂf}' + 2“'5 A ;.eié"'*wf' +y: Azeif"'ﬂ”
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= . gAY . 1A . e tun
Unp =V "€ +Vy, - e +Vy, - ue -

+v..u2e'1§+ﬂﬂ =vﬂﬂ .e‘l‘g"'au’? +2v}} ,m’!{'ﬁ"f +v.’u2e4’lf+‘uq :
A+un A&+ un 3. Af+un
Ve o€ +Vpp +(2A+=)ve - +
<4 Von '€ ( 4)12: e
+H2pu+1), e rHn +[Az+ﬂ2+%g+#).v.ei§+m -0,

Agar A= —%, U= —% deb tanlasa, oxirgi tenglama quyidagi sodda
kanonik shaklga keladi:
o
Vez +Vpp —av =0.
3-misol.  uy, +4uy, +4u, +2u, —3u, =0 tenglamani sodda
kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish: A=1, B=2, C=4, A=B*-AC=4-1.4=0 bo‘lgani

uchun, yuqoridagi tenglama parabolik tipdagi tenglama bo‘ladi. Endi esa,
uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz va uni yechamiz:

¥ -4y +4=0, y'=4i3f—£=2,
y=2x-C, C=2x-y,.
, , 2 . 5 &)
Endiesa &=2x-y deb, 5 ni shunday tanlashimiz kerakki, #0
. My ’?}'
shart bajarilishi kerak. Buning uchun 7 =x deb tanlash yetarli, chunki
S Syl 2 -1
YO 72120 bo'ladi. 4
My Myl |1 0
Demak,
g=2x-y
n=x
almashtirishni bajaramiz. Shunga ko‘ra, u, =2ug +uy, Uy =g,
Uy =Hzz +dUgy +1p, Ugy =—DUge =Ugy, Uy, =Ugs bo‘ladi.

Topilgan ifodalarni tenglamaga olib borib qo‘yamiz:
26



4u§¢- ) 4“4:1? 45 Upp + 4('—2?155 = u‘fq) + 4!(&: + 2(2115: -+ Hn) —3(-119:) =0,

ya'ni Uny +Tug +2u, =0 tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu tenglama
berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi bo‘ladi.

Endi esa ushbu parabolik tipdagi tenglamani sodda kanonik shaklga
keltiraylik. Buning uchun u(£,7) =v(&,7)-¢* ™" almashtirish bajaramiz
va yuqoridagi misoldagi kabi birinchi va ikkinchi tartibli xususiy
hosilalarni hisoblab, tenglamaga qo‘yamiz:

e/ Tvg e et

Van

H2p+2), e HHT +(;ﬁ +u+2;z)-v-e%’+w .

Agar /l=%, (=-=1 deb tanlasak, oxirgi tenglama quyidagi sodda

kanonik shaklga keladi: v, +7vg =0.

7. O‘zgaruvchi koeffitsientli ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli
chizigli differensial tenglamalarni kanonik shaklga keltirishga doir
misollar.

1-misol. yzuxx +2xyuy, + x*u yw +2xuy +4u =0 tenglamani
kanonik ko‘rinishga keltiring.

Yechish: A :yz, B=xy, C=x* A =x2y2 —-x2y2 =0 bo'lgani
uchun yuqorjdagi tenglama koordinata boshidan boshqa barcha joyda

parabolik tipdagi tenglama bo‘ladi. Endi esa xarakteristik tenglamasini
tuzamiz va uni yechamiz:

2xy £ 4x2y? —4x%y?
yzy!z_zm!+x2=0’ yr= Yy ny xy :i’

2y y
1 2 1, 1
T P (T,
ol
U holda
g Fe
n=x

almashtirish bajaramiz. Shunga ko‘ra,
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u, = 2xu; iy, U, = —Zyusa, ey -—‘4x2u¢-§ +4;cu§,7 +py +2uz
P 2l R
ey =—Auge ~2ry, thy, =4y Upr ~2uy .
Bu topilgan ifodalarnini tenglamaga olib borib qo‘yam'fz:
y2 (4x2us=§ +4xu§q +t,p +2u§ ) +2xy(—4xw§§ -2 yugq) -
+x? (4y2u¢-§ —2u§)+2x(2xu§ +u,;)+4u =0,
Natijada
yzum +2(x2 +y2)u§ +2xu, +4u =0,
yoki
2 2
(i; —§)uw + 2(2;} —'xf)ué: +2nu, +4u=0
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bundan esa,

Unp £ i, + u=_0
ettt guc Sl oo Thilgdo p

tenglama hosil bo‘ladi. Ushbu tenglama berilgan tenglamaning kanonik
ko‘rinishi bo‘ladi.

2-misol. Vi +1,,, =0 tenglamani kanonik ko‘rinishga

»
keltiring.

Yechish: Bu tenglama Trikomi tenglamasi deb ataladi va unda
4=y, B=0, C=l; A=-y.

Agar

1) ¥ <0 bo‘lsa berilgan tenglama giperboliktipda,

2) =0 bo'lsa berilgan tenglama parabolik tipda,

3) y>0 bo‘lsa berilgan tenglama elliptik tipda bo‘ladi.

Trikomi tenglamasi gaz dinamikasi uchun muhim bo‘lib, giperbolik
sohada bu tenglama tovush tezligidan yuqori harakatga mos va elliptik
sohada esa, bu tenglama tovush tezligigacha bo*lgan harakatga mos keladi.

1) y<0 bo'lsin. U holda xarakteristik tenglama quyidagicha
bo‘ladi:
w?+1=0, (=¥ £1=0, |5 dy+a=0.
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Bundan esa,

2 3 2
2oy = 2) =,

bo‘ladi. U holda quyidagicha almashtirish bajaramiz:
( 3

2 s

=xX+—(— 2

g=x A

3

2
=y E(=p)2.
.77 3( ¥)

Shunga ko'ra,
1 1
Uy =Ug +ilp, Uy = —(=y)2u; et (=9) Uy, U =Uge + 2y + Uy,

1 1 ]
1 3 T = 1
Uy, = —=tly —(=p)2 | ~(=3) 2 uge + (-9)2ugy |- —=u, +
» 9 H : [ S S )
1 1 1
WP A e, H (5 g |
Bu topilgan ifodalarni tcnglamaga olib borib qo‘yamiz:

y[ug{+2u¢—,?+u o J_(a,: Uy )+ Y(—tgz +ugy)—

Yty iy ) =0

4yu +———1 (e —u,)=0 Uz, + 1 (uy—u,)
7 il = s I —_— —
&n 2/_—y bl“._.r} 4/ 8y f_—y g *
1
Ugy = -1 (u,g up,)=0 (5>n)

tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu tenglama berilgan tenglamaning kanonik
ko‘rinishi bo‘ladi.
2) y=0 bo'lsin. U holda xarakteristik tenglama quyidagicha
bo‘ladi: (dx)z =0, drx=0. Bundan esa,
x=C
bo‘ladi. Shuning uchun
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-
=Yy

almashtirish bajaramiz va y=0 bo‘lgani uchun u,, =0
tenglamaga ega bo‘lamiz. X

3) y>0 bo'lsin. U holda xarakteristik tenglama quyidagicha
bo‘ladi:

Y@+ (@) =0, () =)’ =0, ey ik =0
Bundan esa,

3
‘2 —_
—y2tix=C
3.V

bo‘ladi. U holda quyidagicha almashtirish bajaramiz :
3
2 32

3
=

Uy

n

Shunga ko‘ra,
1

Uy =Up, uy=y2u§, Uyy =Upps

1 1
u—1u+y5y5u 1u+yu
g ST UE e R S (<l
» 2\/;': & 2\[}’—5 3

Bu topilgan ifodalarnini tenglamaga olib borib qo‘yamiz. Natijada
1
yu, )+ yuzs +—=ug =0,
mn TS e ¢
3 L4

1 2 5
u:=0,hamda &==y? ekanligidan
2y * 3

yoki ity +ugs +

1 =)
u,m +u§§ +?§;—u§ =

kanonik shakldagi tenglamaga ega bo‘lamiz.
8. Ko‘p o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli chizigli differensial
tenglamalarni kanonik shaklga keltirish. Bizga ushbu
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R I————————

n n 2

ZZ%W;u

=1 j=1 x;0X j
ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama berilgan bo‘lsin. Bu
tenglamani kanonik shaklga keltirish masalasini qaraylik. Berilgan
fenglamani har bir tayinlangan X=X nugtada maxsus bo‘lmagan

Es éb,- (x).g:—,- +e(x)u = f(x)

iy
£-B'x, bunda x=| ®| chizigli almashtirish yordamida kanonik

Xn

shaklga keltirish mumkin. Bu yerda B — shunday matritsaki, 4=B#

chizigli almashtirish iia,} (%o )4 kvadratik formani kanonik
i=1 j=1
ko‘rinishga keltiradi.

Har ganday kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltirishning turli
usullari mavjud, masalan shunday usullardan biri to‘la kvadrat ajratish
usulidir. _

1-misol. 1y, +2uy, — 2y, + 2ty + 6z =0 tenglamani kanoniK
ko‘rinishga keltiring. .

Yechish: Berilgan tenglamaga mos kvadratik formani tuzamiz va U
kanonik shaklga keltiramiz:

A2 2040 20y + 205 1612 =(h+ A —7a)” +22 4200 +548 =

gy ) + U+ ) AR = I
Berilgan tenglama elliptik tipda ekanligi ko‘rinib turibdi, bu yerda
m=2+M~M
=M+l
Hy =27
Bundan esa quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:
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Bu almashtirishning

\ 27
matritsasini hosil gilamiz va uni transponirlaymiz. U holda
/ 3\
Il

BT=|-1 1 0
okl
% \ 2,22

bo‘ladi. Endi quyidagicha almashtirish bajaramiz:
x

£=B'X, bunda X=|y|,

ya'ni
/ \ o \
& 1 0 Ofx x
Si=(-1 1 Ofiyl=| —x+y |
& "1z 1 1
] == = X==y+=z
 Vgo BN g
yoki
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61=X%

16 =—x+y

1 1
& e Y b
Lf3 Ry

Berilgan almashtirish chizigli ekanligini hisobga olib,

1 1

by =Hg ~Upy TUgs  WpEHETS G (6 =G

ek :u‘fvﬁ _2u§1§2 +2u§1§3 -—2&524:3 +u§z§z +u§3§3 ’

1 3
Uy U, ~SUEE THGE T NS TR A
1
Uyy =Uerk, ~UEL T U0k
1 1 1 1

U =SUss UL TSUG  UE T NG
tengliklarga ega bo‘lamiz. Bu topilgan ifodalarni tenglamaga olib borib
qo‘yamiz:

U —Uge +ge ~z g Uy tUpg +

) I 3 1 ) 1 1 1
2| Ugg, —Slgs ~Ugs Y oUes MG |TH M6 T2 TR )T

¢ 1 1
+2[“§;:2 g Fa s ] e b -
Natijacia'u;l g tUggs, tUge = 0 tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu tenglama
berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi bo‘ladi.

2-misol.  4u,, —4u,, —2uy, +u, +u, =0  tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiring.

Yechish: Berilgan tenglamaga mos kvadratik formani tuzamiz va uni
kanonik shaklga keltiramiz:

43}~ 40 =i = 20y D)’ =33 ~2hfs =
= Qi = i) ~Uo+ A + 25 =1 — 45 + 15

Berilgan tenglama giperbolik tipda ekanligi ko‘rinib turibdi, bu yerda
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=2k

=Mtk
M=%
Bundan esa quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz: "
1 1 1
W=t
Ay =y = M3
iy =13

Bu almashtirishning B matritsani tuzamiz va uni transponirlaymiz. U
holda

(
1 Lo o
a 2 2 %
B=01—1,BT—§10
in@lebd :
£ B
L2 J

bo‘ladi. Endi quyidagicha almashtirish bajaramiz: &= BTX,yani

F i
(}2— 0 o 2 )
¢l 1 x §
=" 1 0 = —+ .
2 5 y s
&3 1 z 1
L——- -1 1 L-——x—y-i»z
2 ) P
yoki .
X
51“2
X
=4
ﬁz 5
f———l-x-— +z
L3 5 yrz

Berilgan almashtirish chizigli ekanligini hisobga olib,
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i 1 A

= st Tt TR Y - T
1 1 1 1 1 1

the =g +oUEE s T3 YeG T aE T

Uyy = %“5@ o ';'”évfs " %“f:géz ~Uggt %“5;53 s Uyz TUEE TUGG
tengliklarga ega bo‘lamiz va topilgan ifodalarni
Guy, — Ay, —2uy, Uy, +U; =0
tenglamaga olib borib go‘yamiz. U holda
Uugs +2u¢-1,:3 ~2ugg, —2ug g +ugr U ~2uge, +2Ug g =

9353
ug g +Aug g, =iz, ~ g + g, g, ~tg, Hig, =0-
Bundan esa,
Ugg —uigg, tigg, i, =0

tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu tenglama berilgan tenglamaning kanonik
ko‘rinishi bo‘ladi.

3-misol. Uy, — iy, Ty TUhy —U; = 0 tenglamani kanonik ko‘rinishga
keltiring.

Yechish: Berilgan tenglamaga mos kvadratik formani tuzamiz va uni
kanonik shaklga keltiramiz:

K(4) =X/ = /4%
kvadratik fogmani kanonik ko‘rinishga keltirish uchun
A =T+
' A =M~
Ay =113
almashtirish bajaramiz va quyidagi kvadratik formaga ega bo‘lamiz:
Ky(m) =11 =113 ="hils =Mo"
Ushbu kvadratik formani kanonik shaklga keltiramiz:

2
i
Ky() =n% =13 =3~ =[m —Erh) —15 1 —
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2 / 2

L (-] (o] 8-

403 =3 2+ 5 M~

Berilgan tenglama parabolik tipda ekanligi ko‘rinib tutibdi, bu yerda
1

H =’?1“5'73

1
o + —
M= 2'?3
va 3 o‘zgaruvchini shunday tanlaymizki, hosil bo‘lgan matritsaning

determinanti noldan fargli bo‘lsin, masalan, f45 =15. U holda quyidagi
almashtirishga ega bo‘lamiz:

-

1
H =??1-Ef23

1
142 =M +??3

# =

-

Bundan esa quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:

A=+ o

A=t~ + i

2 = ih3
Bu almashtirishning B matritsasini tuzamiz va uni transponirlaymiz. U
holda

1 1 0 1 0
B=l1 <1 1| B"=|1 -1 0
@407 1 gy e sing

bo‘ladi. Endi quyidagicha almashtirish bajaramiz: & = B' X, ya'ni
& 17 190y x) [x+Y
SH|=1 -1 0fly|=|x-¥|
&3 0 1 1)M\z) (y+z

yoki
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Gi=x+y

Sr=x-y

E=y+z.

Berilgan almashtirish chizigli ekanligini hisobga olib,

' By =u§1 +u§z 2 uJ" =u§1 _u'fz +u§3 pifdegi= ufs 2

Wy ZHgs TMak TUSE T UGG UG TG
Slge tUpg “Ups Tlpgy e SUge TS
tengliklarga ega bo‘lamiz va topilgan ifodalarni tenglamaga olib borib
qo‘yamiz:
Upg FUsg, —Ugg YUgg “Uss TULE T
i B i T e T
Bundan esa,
b T e
tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu tenglama berilgan tenglamaning kanonik
ko‘rinishi bo‘ladi.
G < R" sohada
Z Zag(x)u% +®(x,u,gradu) =0, xeG
=l j=l -

tcnglam:mi A(x) =“a{, (x)u #0, x€G haqigiy simmetrik matritsa bo‘lgan

holda garaymiz. Ixtiyoriy x’ € G nugtada A(x") matritsaning
A= Da,")yy,
= =

kvadratik formasini  y=Bn, yeR", neR", B=B(x") maxsusmas
almashtirish yordamida 7 vektor koordinatalari kvadratlarining algebraik
yig‘indisini ifoda giluvchi kanonik ko‘rinishga keltirish mumkin. Shu
bilan birga, n, =n,(x") orqali | ga teng koeffitsientlar sonini, n_ =n_(x")
orqali —1 ga teng koeffitsientlar sonini, n, =n,(x") orqali 0 ga teng
koeffitsientlar sonini, ya’ni qgatnashmayotgan koeffitsientlar sonini
belgilasak, u holda n,+#n_+n,=n bo‘ladi. Inertsiya qonuniga ko‘ra, bu
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. n_, n, sonlar y=Bn maxsus bo‘lmagan almashtmshmng tanlanishiga
bog lig bo‘lmaydi.
Z Zaq(x)ux‘x; +®(x,u,gradu)=0, x€G
=l =l
tenglama uchun x° € G nuqtada:
— agar n,=0, n,=n yoki n,=0, n_=n bo‘lsa, uholda bu
tenglama elliptik tipdagi tenglamaga tegishli;
— agarn, =0, n,=n-1, n_=1 yoki n, =0, n, =1 n_=n—1bo'lsa,
u holda bu tenglama giperbolik tipdagi tenglamaga tegishli;
- agar n,=0, l<n <n-1, l<n <n-1 bo'lsa, u holda bu
tenglama ultragiperbolik tipdagi tenglamaga tegishli:
_ agar n,>0 bo‘lsa, u holda bu tenglama parabolik tipdagi
tenglamaga tegishli bo‘ladi.
Agar G,cG bo‘lgan to‘plamning har bir x" €G, nuqtasida

z Za,.‘,.(x)ur,‘r,J +®(x,u,gradu) =0 tenglama:

i=l =l
— elliptik tipdagi tenglamaga tegishli bo‘lsa, u holda bu tenglama G,
to‘plamda elliptik tipdagi tenglamaga tegishli; |
— giperbolik tipdagi tenglamaga tegishli bo‘lsa, u holda bu tenglama
G, to*plamda giperbolik tipdagi tenglamaga tegishli;

— parabolik tipdagi tenglamaga tegishli bo‘lsa, u holda bu tenglama
G, to‘plamda parabolik tipdagi tenglamaga tegishli deb aytiladi.

E=B'x, xeR", £k almashtirisie berilgan tenglamani x'eG
nuqtada kanonik ko‘rinishga keltiradi.

Bunday almashtirishni berilgan tenglamaning  A(x’) matritsasining
xos vektorlari yordamida bazis qurish va bu bazisda A(x") matritsani
diagonal shaklga keltirish va tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirish
mumkin bo‘ladi. Bu usul bilan 3-misoldagi

Uy, —U, +U U, —U = 0
tenglamaning tipini aniglaymiz va uni kanonik ko‘rinishga keltiramiz.
Berilgan tenglamaning  A(x,y,2) matritsasining ko‘rinishi
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( )
L |
2 2
A(x,y,z2)=A= -1— 0 0
2
1
-— 0 0
L 2 3

shaklga ega bo‘ladi. 4 matritsaning xos sonlarini topamiz:
det(A-AE)=-4"+ %ﬁ. = —A.[ﬂf —-;—): 0.

1 1
Bundan =) =— A, =——= ekanligi kelib chigadi va shunga
A4 A, JE A \[5 g q e

ko‘ra, berilgan tenglama (4, = 0) parabolik tipda bo‘ladi.

A matritsaning xos vektorlarini topamiz:
a) 4, =0 bo‘lsin. Bu holda

' 3\
o 1
: - 2 X 0
- 0 0 =| 015
2 4 ;
X
_l 0 U
2 .
yoki
. ly—lz=0, lx=0,-lx=0,
2502 2

ya'ni x=0, y=z. Shunga ko‘ra, 4 =0 xos songa mos vektor
h=(0,1,1)" boladi;

b) 4, = .k bo‘lsin. Bu holda

7
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(__L _1_ _l\
B2t
- —-— 0 =105
2 2 i 0)
(K RS
v 2 N2 )
yoki
1 1 1 1 1 1
——x+=—y-—2=0, —x——F=y=0,——x——=2=0
2 2772 2 YR 2. b
yoki

1 1
~Px+y-2z=0, ——=x+y=0,——=x-2=0,
4 o e N

- 1 1 ! ) 1
ya'ni y:$x, z=—7_2.-x. Shunga ko‘ra, 2.2:75- X0Ss songa mos
R
vektor hzz(],-—,-——J bo‘ladi:
\ V2 2
V) A =——}_2- bo‘lsin. Bu holda
daniin? )
\E i ? X 0
1 1
- —= 0 =0,
2 . N2 Y
| . X 0
S, 0 —— .
\ 2 2)
yoki

—1—x+ly——l—z—0 lx+—-1—y—0 -lx+——
] \/E ] 2 \/5

o 1t gemt T g

z=0,

yoki
1 1
Lx+y-z=0, —=x+y=0, .=x-2z=0,
4 7 P Bl




- 1 1 S : 1
ya'ni y.—_--:/—i—x, z:zx. hunga ko‘ra, 7, :_E XO0s songa mos

vektor I'g"-:(l,-%s :/%] .
" 1 1y b, i
Ushbu A =(0,1L1), " =(1.- ok “5} n iy =[1"ﬁ’ EJ

vektorlardan tuzilgan bazisni garaymiz.
Nugtaning yangi bazisdagi koordinatalari  (£,7,¢) bo'lsin. U
holda

T

E=y+z
B
NN
Q’—x—iy+Lz
. 27 A2
va A matritsa bu bazisda
¢ \
0 0 0
1
' 0 —= 0
: NG
1
. 0 0 —_——
\ N

diagonal shaklga keltiriladi. Bu (&,7,¢) o‘zgaruvchilarga nisbatan

kvadratik forma
1

1
08 225 et b 2
s JE n \/-2- &
shaklga keltiriladi. Bu (£,7,¢) o‘zgaruvchilarda berilgan tenglamani
yozamiz. Yangi o‘zgaruvchilarga nisbatan berilgan tengliklarga ko‘ra,

1 1 1 1
U, =u +u, U, =U +—=U ——=U,, U, =U ——=lU, +—=U,,
n 5 y 5 Hz n ’2 5 £ 4 ’2 n ,2 4

41



rd

1 1
uxy=u€u+uf¢+\[‘ m~ Ugpy U =lgy +Ug, J_ Uny J-“:r:
xususiy hosilalarni topamiz. Bundan, o*xshash hadldrni keltirib,
V2u,, ~\2u,, + (U +2)u, +(1-2)u, =0
yo'ki,
0- Uy +1-u, 1 u¢+]+\5uu+]_ﬁuc =0
V2 V2

tenglamaga ega bolamiz.
9. Chizigli bo‘lmagan xususiy hosilali differensial tenglamani
uning berilgan yechimi bo‘ylab sinflarga ajratish. Bizga ushbu

k
o B L Gl age (11)
axf‘ e OXI"

shakldagi u(x) =u(x;,%5....,x,), x€Q noma’lum funksiyaga nisbatan
m—tartibli xususiy hosilali differensial tenglama berilgan bo‘lsin.

Chizigli bo‘lmagan m— tartibli xususiy hosilali (11) differensial
tenglamani ham

oF
K(Brbal= 3 o g8 9
|erf=m Pq, ..a,

xarakteristik forma orqali sinflarga ajratiladi. Lekin, xarakteristik
formaning koeffitsientlari bu holda x e€Q nuqtadan tashqari izlanayotgan
yechim va uning xususiy hosilalariga ham bog‘liq bo‘ladi. Bu holda
m—tartibli xususiy hosilali differensial terglamam berilgan yechim

uchungina sinflarga ajratiladi.

I-misol. Quyidagi tenglamani berilgan yechim bo‘ylab tipini
aniglang: u2, (U —2)uy, — f,y 0, u=x"+)*.

Yechish: Bu tenglamaga mos,

K=F, A +F, Ah+F, 1
kvadratik formani garaylik. Berilgan yechim uchun,
2 2
K =(2upy +1uy ) A+t = 2) Ay = 2u, 33,

=2 Uy =0, u, =2
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ckanliginni hisobga olsa, K = 4/112 —42{22 bo‘ladi. Agar 4, = %g, A =%q

almashtirish bajarsa, K =& 2l formaga ega bo‘lamiz. Demak, berilgan
tenglama uning berilgan yechimi bo‘ylab giperbolik tipdagi tenglama
bo‘ladi.
2-misol. Quyidagi tcnglamani berilgan yechim bo‘ylab tipini
aniglang: w2, Bl —2)us +u}y +4uy, +4=0, u=2xy.
Yechish: Bu tenglamaga mos,
52 2
K =(2ug +11 ) A + (4 =2) My + 21ty +4) 15
va Uy =0, u,=2 u,=0 ckanligini hisobga olsak, u holda

2
K =24 =244, +423 = 2[,1,, -%@J +3,54% bo‘ladi.  Agar

A =—1J-_2-§ +J}-§ g, = sg’? almashtirish bajarsak, K =&% +p°
formaga ega bo‘lamiz. Demak, berilgan tenglama uning berilgan yechimi
bo‘ylab elliptik tipdagi tenglama bo‘ladi.

3-misol. Quyidagi tcnglamani berilgan yechim bo‘ylab tipini
aniglang: wu, +ugu, +uyy —4uy, =0, u= 2y2.

Yechish: Bu tenglamaga mos,

# K =2 +uyy b2+, +2u,, —4)J3
va u, =0, Uyy =0, Uy =4  ekanligini hisobga olsak, u holda

K-—J.,,z +414/, +4AQ =(4 +2ﬁq) bo‘'ladi. Agar 4 =£6-2n, A =n
almashtirish bajarsak, K :4‘2 formaga ega bo‘lamiz. Demak, berilgan
tenglama uning berilgan yechimi bo‘ylab parabolik tipdagi tenglama
bo‘ladi.

4-misol. Quyidagi tenglamani berilgan u(x, y) yechim bo‘ylab tipini

2
1
aniqlang: ufx-—4uxy+u =0, u= (x+y) , B=X, U= x2+%+12xy
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Yechish: Bu tenglamaga mos, F = =up — Quyy, +u iy’ -;ui=2uxx,
XX
o =4, —BE—-2u bo*lgani uchun xarakteristik korphad
Oty auw

K '_'—j'l )‘1’12 + ’12 2“):3:’11 — 404 + zuyy;!’Z

Oy
ko‘rinishda bo‘ladi. Shunga ko ra,

1) agar u= (x+y)2 bo‘lsa, u holda u, =2, uy =0, uy = 2
ckanligini hisobga olsak, uholda K =447 ~444p + 42} bo‘ladi, bunda
A=4, B=-2, C=4 va B*-AC=4-16=-12<0 ckanligidan
tenglamaning berilgan u=(x+ y)2 yechimi bo‘ylab tipi elliptik tipdagi
tenglama bo‘ladi.

2) agar u=x bo'lsa, u holda g, =0, uy = 0, u, =0 ekanligini
hisobga olsak, u holda K =—4144, bo‘ladi, bunda A=0,B=-2, C=0
va B*—-AC=4>0 ekanligidan tenglamaning berilgan u=x yechimi
bo‘ylab tipi giperbolik tipdagi tenglama bo‘ladi.

2

17 17
3) agar u= 2+2’—-+--xy bo‘lsa, u holda wu, =2, Uy =",
ol R T = ¥ 16

1 ey 2 2 tnlads
Uy =2 ekanligini hisobga olsak, u holda K =4/ —4h, +A; bo'ladi,

bunda’' A4=4,B==2, C=1 va 32—,4074—4-.:0 ekanligidan
2 r

tenglamaning berilgan u = X+ %'— +%xy yechimi bo‘ylab tipi parabolik

tipdagi tenglama bo‘ladi.
5-misol. Quyidagi  haqiqiy o‘zgaruvchili  Monja—Amper
tenglamasini berilgan u(x,y) yechimi bo‘ylab tipini aniglang:

unyyxyO
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2 OF

Yechish: Bu tenglamaga mos, F =uy, Uy, —Uxy, = Uy,
p.% ¢
;BE. ==2Uy, 2. u,, bo‘lganiuchun xarakteristik ko‘phad
Oty Otdyy
K= 2 +— Ay +——A =u Ay —2 +
i e e e e

ko‘rinishida bo‘ladi. u(x,y) funksiya u, -u,, ~u%,=0 tenglamaning
yechimi bo‘lsin. U holda A=u,,, B=-uy, C=iuy bo‘lgani uchun
B? - AC =1, ~ iy -uy, =0 bo'ladi. Shuning uchun bu tenglamaning
ixtiyoriy u(x,y) yechimi bo‘ylab tipi parabolik tipdagi tenglama bo‘ladi.

10. Xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasining tipini
aniglash. Bizga w, uy. ..., Uy noma’lum funksiyalar gatnashgan har biri
m— tartibli quyidagi N ta xususiy hosilalali differensial tenglamalar
sistemasi berilgan bo‘lsin:

-

1 N o
K (x’ul’ul""’uNs""’px{lx?...x:," ""px{‘x’f s ) =0

-----------------------------------------------------------------------------

J = J <lil <j<
P e ooy .ony i v
Ushbu tenglamalar sistemasining tipini aniglash uchun uning xarakteristik
formasini tuzamiz. Buning uchun bizga quyidagi kvadratik matritsalar
zarur bo‘ladi:

bu yerda
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([ oOF oF, 7/ oF )
] 5 ST

51’:'1;2...;',, apf'liz...i,, 3Pf[i2...i,,

oF, oF, : oF, 1

1 # o N
A;'ljsz” = @l}izln apl]!z...fn apf]fz...f'n

n

ka =m.

k=1

-

| “} . ’ . .
ft J’aFN { aFN i 6FN

1 2 N
(Piiy..iy iy i, Pii,. iy, |
Bu matritsalardan foydalanib, 4, 45, ..., 4, haqiqiy skalyar parametrlarga
nisbatan ushbu Nm - tartibli xarakteristik formani tuzamiz:

K2y, 2055 Ay) = det( D> A i A '--"*::”}
lil=m
Yugoridagi sistemaning tipini aniglash ushbu xarakteristik formaning
shakliga qarab, m - tartibli bitta tenglama qaralgani singari tiplarga
bo‘linadi.
2u, —4v, +3u, +8v, —u=0

tenglamalar sistemasining
3uy, = 2vy +6uy, +3v), +2u=0 |

1-misol. {
tipini aniglang.
n
Yechish: ~Avvalambor, biz  4;; ; , sz =m  matritsalarni
k=1
2
tuzamiz. Bizning misolda N=2, n=2, Z';k :.)‘, wy=u, uy =v bo‘lgani
k=1 ¢
uchun 4;; ; matriisalar quyidagicha bo‘ladi:




oF, oR

A=l P =[2 _4] buyerda iy =1,i, =0
il ol i RO e i T
ouy v,
OF Ok
| ouy Ovy | (38 ! .
Ay = oF, oF, -[6 3J , buyerda i =0,5=1.
ouy vy
Endi esa, K(/T,[,AQ,...,;L,,)=det[ZA,-IE_“,-" "'...A;;n}
lij=m

xarakteristik ko*phadni tuzamiz:

K(44,4,) =det s A+ e A |=
U3 2 e 3R

24 +34, —44+84,

=det| . AQ i =—4.1[1‘+9}i.22 +12212—482,§ =
34 +64, =24+34,
=842 -394;.

B2 -AC=0° —8:(-39) =312 > 0. Demak, berilgan tenglamalar sistemasi
tekislikning hamma nuqtalarida giperbolik tipda bo*ladi.
Uy +ty, +vy, + v, —xyu=0

.

2—misol. tenglamalar sistemasining
Vy —Uy =Yy +U; +2u=0

tipini aniqlang.
h
Yechish: Avvalambor, biz 4 ;. Z:‘k =m  matritsalarni
k=1

3

tuzamiz. Bizning misolda N=2, n=3, ka =1, uy=u, u,=v bo‘lgani
k=1

uchun 4;; ; matritsalar quyidagicha bo‘ladi:
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Ao =

oF; )
avx
oF |
v,

X/

o)

0 /
l) , buyerdad =1,i3=0, i5=0,

oy

o,
E?vy)

on
ov,

oF,
avz

| ’
A010= (_1 —1} ,buyerda i1=0, l'2=]., i3 =0,

0 1
AOU]: (1 Oj,buyerda I.1=0,I.2 =0,f3 =1

Endi esa

> s h Iy
Z % 1

lij=m

K(/’Ll,/i,z,...,ﬁn):det[

|

xarakteristik ko‘phadni tuzamiz:

K(4,4:73) =

o oR) (3 OR) (3R oB) | |
ou, 0 Ouy, v du, o

B gt iR od ol gl e g
Ouy Ovy) |Ouy vy Ou, Ov,

1 0y, (1 1 0 1
(6 s rly o)

M+ 4 ;Q”a) 3 230 0. 49 a2

= det =M -+l —A =k~ 4.
(-ﬂzﬁﬁs M=

Xarakteristik formaning ~ K(4.Ap.43) =4’ —7;  kanonik shaklida

ikkinchi koeffitsient nolga tengdir. Shunga ko‘ra, berilgan tenglamalar
sistemasi fazoning hamma nugqtalarida parabolik tipda bo‘ladi.
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Uy +uy, +v, —u=0

vx—2uy =¥y, +xu=0

tenglamalar sistemasining tipini

3-misol. {
aniglang.

- n
Yechish: Avvalambor, biz  4; ;. ka =m matritsalarni
k=1

2
tuzamiz. Bizning misolda N=2, n=2, Zik=l, u=u, uy =v bo‘lgani
k=1
uchun 4;; ; matritsalar quyidagicha boladi:
o R
Ou, 0Ovy 1 0 .
Ay = = , buyerda j; =1,i, =0,
o, oF | \0 1 "
Qu, Ov,
R R
s Ou, Ov, '
R oA

6u}, avy

|

0 _J , buyerda 4=0,i=1.

Endi esa K(Al,z,z,...,z,,)zdet[z A “1...,1,‘;"]

- lit=m

xarakteristik ko‘phadni tuzamiz:

2 1 0 1 3
K(ﬂqslz)=det([0 J’**(_z _Jﬁq}

=det[}*_;’f jﬂ’bﬂ}zﬁ L I L

Xarakteristik formaning ~ K(4.4,) =4’ +47 kanonik shaklida ikkala

koeffitsient ham birga tengdir. Shunga ko‘ra, berilgan tenglamalar
sistemasi tekislikning hamma nuqtalarida elliptik tipda bo‘ladi.
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Agar berilgan tenglama yoki sistemadagi erkli o‘zgaruvchilar
Zy =X+, k=12,...n kompleks o‘zgaruvchilar bo‘lsa, u holda
hosilalarni

g 1[_6__ iJ _6__1[_6_+,-_6_J
Oz 2\0x Oy ) Gz 2ax oy
deb tushunib, berilgan tenglama yoki sistemani unga teng kuchli bo‘lgan

tenglama yoki sistemaga keltiramiz. DcC" sohaning har bir zeD
nuqtasida  f=u+iv  funksiya haqigiy analiz  ma’nosida
differensiallanuvchi, ya’ni

of o of o
df = 1dx1+8y dy; +.. +6xﬂdx,,+ay"aj»ﬂ

differensial mavjud bo‘lsin. U holda

df_@(dz|+-@r—d3+ +afdz,,+—— 4
l aEl azn az_n

differensial ham mavjud bo‘ladi. ya’ni

L Z [azdek %ﬁk]

k=1

Bu yerda E

af_l(é‘f af} o _ [af @’J

Oz 2(0xp O 0z, 2\ 0x; f?yk

belgilashlar kiritilgan.

Shuningdek,

0= Z—dzk, d Z—a.ﬁ s d=0+0

k=1 O i %

belgilashlarni ham kiritsak, u holda zeC” nugtada f =u+iv funksiva R
— differensiallanuvchi (haqiqiy analiz ma’nosida) bo‘lib, uning C -
differensiallanuvchi bo‘lishligi uchun

RPRL af
= =0
of E & dzy =
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Koshi-Riman shartining bajarilishi zarur va yetarli bo‘ladi. Koshi—-Riman

sharti # ta
Lol luo! g
Z 2\ 0xp Oy
kompleks tenglamalar sistemasiga yoki 2n ta
Oou Oy ou o
Oy Oy Oy o
hagigly  tenglamalar  sistemasiga  ekvivalent bo‘ladi, bunda
u=Ref, v=Imf. Bu tenglamalar sistemasi ikkita noma’lum
funksiyaga nisbatan 2# ta tenglamani saglaydi. Shuning uchun n>1

bo‘lgan ko'p o*lchamli kompleks analiz bir o‘lchamli kompleks analizdan
farq qiladi.

k=1 .0

Agar f=u+iv funksiya z € C" nuqtaning qandaydir atrofida C -
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda bu f =u +iv funksiya z e C" nuqgtada
golomorf funksiya deb ataladi. Ochiq io‘plamda C -
differensiallanuvchi  bo‘lishlik  va golomorf funksiya bo‘lishlik
tushunchalari ustma-ust tushadi. Agar /' =u+w funksiya z € C" nuqtada
golomorf funksiya bo‘lsa, u holda f =u—iv funksiya bu nugta atrofida R
— differensiallanuvehi bo‘lib, har bir &k =1,2.....» uchun

of o 3,7_1.3}_’ (2,
: Ozp 2\ Oy ) \ 0%

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bunday f =u—iv funksiya bu zeC" nuqtada
antigolomorf funksiya deb ataladi.
f=u+iv funksiya zeC" nuqtada golomorf funksiya bo‘lsin. U

holda bu funksiyaning u=%( f+f) haqgigiy gismi shu zeC" nugta
u

atrofida  —= =8 hosilaga ega bo‘ladi. Golomorf funksiyaning
BZ k 2 aZ k
xususiy hosilasi ham golomorf funksiya ekanligidan har bir k=12,....n

va har bir m=1,2,...,n uchun
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Pu__ o (al)_
oz kafm oz, m sz
tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklarning haqiqiy va mavhum gismlarini
ajratsak, u holda

_3_i=1( A ]g{ e __ 3z]=o
%, 0z, A\ 0x, 00, Oymivi) HOvmom OO )
tenglik o‘rinli bo‘lib, #” ta ikkinchi tartibli

o%u 3 o%u 3 8%u & 0%u e

OOy Oyl OO OxyOyy
xususiy hosilali differensial tenglamalarga ajraladi. Agar d va 0
operatorlardan foydalansak, u holda har bir k=12...n va har bir

m=1,2,...,n uchun

Pu__ o (),
02,05, 0%, |\ Ok

Gou=0

tengliklarni bitta

shart bilan yozish mumkin.
D c C" sohada C? sinfga tegishli bo‘lgan » funksiya har bir ze D

nuqtada dou=0 shartni ganoatlantirsa, u holda bu u funksiya D sohada
plyurigarmonik funksiya deb ataladi.

ueC(D) funksiya D sohada plyurigarmonik funksiya bo‘lishligi
uchun uning ixtiyoriy {z ="+l ] kompleks:‘c':hiziqdagi gisqartmasi,
ya'ni  h(<) =u(z0 +w¢) funksiyaning {g“ eC: 2° +wl € D} ochiq
to‘plamda garmonik funksiya bo‘lishligi zarur va yetarli boladi.

Agar wueC 2(D) funksiyaning ixtiyoriy ikki  olchamli
{z = +al +0'l } kompleks tekislikka gisqartmasi garmonik funksiya
bo‘lsa, u holda w — chizigli funksiya bo‘ladi.
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Dc C" sohada golomorfbo‘lgan f =u+iv funksiyaning » haqiqiy
va v mavhum gismlari shu sohada plyurigarmonik funksiya bo‘ladi. Bu
tasdigning teskarisi umuman olganda, lokal holda o‘rinli bo‘ladi, ya’ni
°,y%) e R*" nugtaning U atrofida plyurigarmonik bo‘lgan ixtiyoriy u
funksiya uchun hagqiqiy (yoki mavhum) gismi « funksiya bo‘lgan va
20 =x0 +iy0 nuqtada golomorf bo‘lgan f =u +iv funksiya mavjud.

Har bir m=k, k=12,...,n uchun

*u &%
s AT Tk
oxi i
tengliklarni qo*shib,
n 2 2
Auzz [.a_;. 6_3] 0
o (o o

Laplas tenglamasiga ega bo‘lamiz. Shunga ko‘ra, n>1 uchun R?"
fazodagi plyurigarmonik funksiyalar sinfi garmonik funksiyalar sinfining
gismini tashkil etadi.

D c C” sohaning har bir z € D nugqtasida
i 0, ﬁf =0, il 0

62_‘ (J.Zj 55,,

tenglam#tlar sistemasi o°rinli bo‘lsin, ya’ni

I [af Bf) AL [f f]

3:—!'1 axl 6y1 65:: axn ayn
tenglamalar sistemasi o‘rinli bo‘lsin. U holda
G B o B o gl M v O,
axl ayl ' axl 3y1 37.‘ ayn : ax ayn

tenglamalar sistemasi o‘rinli bo‘ladi. Bu sistemaning 2n - tartibli
xarakteristik formasini tuzamiz.
Buning uchun bizga quyidagi kvadratik matritsalar zarur bo*ladi:
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(ihi 00 w0 6400 (Qir ol . 700 -0)
01 ..00 1 0 .0 0
Ao..00 = s Aor.00= S
.0 0 0 0
0 20N 101 0 0 0
\ ) \ )
(0 0 ...0 0) (0 0 ...0 0)
0 0 ...0 O 00 ...0 O
4oo...10 = » Apo.o1=
0 0 0 -1
0 1 0 1 0
\ J L J

Bu matritsalardan foydalanib, 4, 43, ... 4,4, 4, haqigiy skalyar
parametrlarga nisbatan ushbu 2»n — tartibli xarakteristik formani tuzamiz:

K(ﬂ‘] "'12?“",12”—1’ ,12”) ™

= det{z Afliz...ig,,_,,iz,,/‘]'lii il izﬁfﬁz%ﬁ ] =
li=1

(4 -4 ...0 0 )
A A w1 0 K
=det =
0 0 /12:1#1 _’12?!
07" 0" Ry i

\ J

=(# + ) (B + 2.

54



Bu yerdan, ko‘rinadiki, Koshi-Riman tenglamalari sistemasi » =1 uchun

R? fazoda elliptik tipga tegishli va n>1 uchun R*" fazoda elliptik tipda
bo‘lmagan tenglamalar sistemasini tashkil etadi.

. . fzr?: fz’l-"z .
4-misol. Kompleks o‘zgaruvchili =0 Monja-Amper

575 55
tenglamasini n»=2  bo‘lgan holda qaraymiz. Bu yerda
21 =X "l"fy], 2y =Xy +!y2,

el LL(L,@L} Ll{ﬁg@}

6zy 2\0n o) 7 2|0y I3}’1
0z 2\0x 0z, 2000 O,)

2 f =l’62f+azf ’f _\&r, &
0212, 4[,3;(12 ot ) ez, 4 & ol )

2f 1 [ o’ f  8f JH,’ S fi- 0 lf?)

=28 4 :
0210z, 4|(0ndx; Opidy, | |\ Oxidyy  OxpByy

it i % 3
of Wy &f \_[f _&f
“on A0y ndy, ) \oudy onon )

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun Monja—Amper tenglamasi
1|2 &1\, &F)_
16|(a af \og &
2 2
J Ef oy | . L,
ox0xy  Oyiy) Oxi0yy  Oxy0

F=u+iv),, (u+iv), HU+iv),, (Utiv),, +

-!-(u+i1,')J,F2x2 (U+iv)y, +(u+fV)yly1 (u+iv),, , =

|

yoki

-((u+m)m2 )2 =2 U W)y, ), —(@+),,,, )2—
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2 2
(@ i)y, ) + 20 A )y, -t i), —(@iv)yy, ) =0
kompleks tenglama ko‘rinishida bo‘ladi. Bu tenglamamng haqiqiy va
mavhum qismlarini ajratsak, u holda

uxlxl .uxz-’-'z -vxv"l i -’-'21'2 xlx, .u}’:zyz _vx,xl vJ"zl’z *
Hhex Yy "V, Vyon T8y By ~ Vi Vi, T

2
_(ux,xz) +( x1~" ) -2 u-" X J’;)’z +2-vx1-"z 'vJ”|J"2 .
b

2 i 2 2
"(“y..v;) +("y|yz) "(“xn}’z) +("xay:) e

2 2
+2: u-"lJ-’z .usz‘i Hz.v"lh 'vxz}ﬁ _(u-‘z}’; ) +(vx9J’1) =0,

u"]-‘ 'vxzx, +v"""l "xﬁx, u-"rﬁ ‘v)’z.‘fﬂ +v-"'1x .u,"':}’z if

oz, Vo FVax Yy T8 Vaays TV Uy, T
‘2&'11-"2 v"'lxz _2.ux1x3 'vy:yz _2'1}7‘112 ‘u.lﬁy: —zu}’s}': vJ"J_Vz i
2“-’-’)" X1)a + 2‘u"lJr'z .v-"z}'l +2'vx1y2 -uxzyl —Zuxz}'lvxz}'l =0
hagigiy tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bu tenglamalar sistemasiga
mos bo‘lgan 4 - tartibli xarakteristik formani tuzamiz. Avvalambor, biz

A i > iy =m matritsalarni tuzamiz. Bizning misolda N =2, n=4,

k=1
oF oF,
1 2
ii =2, w =u, uy=v bo‘lgani uchun 4. = Piis Pl
e S R = Wi | oF o,
1 2
’ 3P£,fzi3f4 5!’;,:‘2:‘354
matritsalar quyidagicha bo‘ladi: X
oF 0R
A & auxlxl avxlxr [ Hxaxa Ty TVroxy TV,
2000 — = )
0F _.QEZ_ Vigxy T3y Uxpxy Thyy,
a“x,x, avxl.xi
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oR oF
Buxm avxlyl 0
A0 = =
oF, oF, 0
[0 av-"l)‘l
( oF, oF )
Aot au-"lxz av"lxz - -21{"1"‘2 _2u)ﬁh
oF, oF, ——2vxlx2 - 2v),] Yo
\auxlxz avxixz y.
7 a};i b Fi “\
Phed Oty s OVyyy, 2 2y, + 2y
L7 om Ry || 2wy, +2v,,
\ auxl.yz av—‘flyz Y
ok oF
P Ouyy vy {uxﬂxz Lk
200 — -
0F; 0F; Vaoxy TVyy,
au)’]}’l av.V])'l
oF ok
Mo Oy, Py, ! 2y, ~ 2y
o= =
an 6F2 2Vx]y2 —-Zvylxz
au}’t"z av)‘lxz
oF oF
i Oty y, MVy,y, < [—Zuxlxz 2uy,y,
01— 3
oF, oF ~2Vyx, =2V,
Oty Oy,
oF, oF,
Agano = 6uxzxz avxz-"z Uxx, Ty
20 = a
an an vxl-"l +v}’1)‘|

auxz«"z avxzxz
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2v

—2u

“Vaxs T Vion,

xx

"2"-‘132 % 2“)’5}’2

Xy,

X2

+2v},1y

uxzxz ® “J’zyz

—2Wyy, + 2v

2“"1}’2 X 2“)’!-"2

2vJrljlrz

—2ux]x2 _2uJ’1y2

V%

“xm

i

+U

+2

N

N

2

v
M

-+ 2"‘::2 "

J

%2

v}'ly?.

J
}

J
}



oF,  oR

AOO . auxzyz avxz)’z o 00
U= ar, R | 0 0)
au-‘zyz avxzyz .
oR oF
Ayonp = Oy, Oy, | [t Ty Vi J”"”J
Bt £ . e J
an 5F2 Vx]x] +Vy|y‘ ux]xl +“y1y\
Otty,y,  OVyyy, |
Endi K A4) = det L LY
ndi esa, (A, A2,43,44) =de 24,:2:3:/11_'112’3 4
|i=2

xarakteristik ko‘phadni tuzamiz. Shunga ko‘ra,

K(A4,242,243,24) = det( z Ai:f'zf_a,faqj‘li] ;;;2,1,;'3,1;4] =

lij=2

Uy +u_‘ = x_‘""v,
=det[[ S Rk

sz X o VJ_,I Vs u %% +U Ya¥s

(s + 2p24)+
_zvx]xz = zvy,_v; _zuiﬁxz - 2“.1‘17'2 /

= £ \
J{ 2y, + 2y 2y, — 2y,

—2Vyy, +2 ~2uy y, +2

L o 2 3
+[ 2“-“1-"‘2 2“?1}'1 "v-"ixz +2v)’|y2

(Mg = Aol )+

u-‘z)ﬁ J

+[u-"|x: +u}'|y1 “vxlxl _v.”I)’l ](;“‘3‘2 +).'2 )J
u -

vxixl +v.l-’1.vl XX +u}’1}’1

vxz)ﬁ

ko‘rinishda bo‘ladi. Berilgan tenglamalar sistemasining u(xy,y,%5,%2),
v(xy, 71, %2, V,) Xususiy yechimi ma’lum bo‘lsa, u holda bu sistemani shu
yechim bo‘ylab, tiplarga ajratish mumkin bo‘ladi.

Xususiy hosilali yuqori tartibli tenglamalar va sistemalarni
klassifikatsiyalash bo‘yicha asosiy natijalar I.G. Petrovskiyga tegishli.
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Xususiy hosilali tenglamalar nazariyasi uchun klassifikatsiyalash
katta ahamiyatga ega, chunki tenglamaning u yoki boshqa tipga tegishli
bo‘lishligi bu tenglama yechimining ko*pgina xossalari hagida gapirish va
bu tenglama uchun chegaraviy masalani qo‘yishda muhim bo‘ladi.

Ta’kidlash kerakki, xususiy hosilali yuqori tartibli tenglamalar va
sistemalarni klassifikatsiyalashda uchta muhim: elliptik, giperbolik va
parabolik tiplar ajratiladi. Shu bilan birga, xususiy hosilali yuqori tartibli
tenglamalar va sistemalarning ko‘p qismi bu uchta tiplarning hech biriga
tegishli bo‘lmaydi. Masalan, gidrodinamika sistemalari bunga misol bo‘la
oladi.

Hozirgi davrda ham, klassifikatsiyalash davom etmoqda. Masalan,
gipoelliptik tenglamalarni o‘rganish xarakteristik tenglama ildizlarining
xossalari bilan emas, balki, shu tenglama yechimining xossalari bilan,
aynan, uning silligligi bilan xarakterlanadi'.

Yugqorida aytilganidek, agar har ganday |€|#0 uchun

3. @ (x")&% 20  (boshqacha qilib aytganda, uning haqigiy
lal=m

xarakteristikasi yo‘q) bo‘lsa, u holda Y a,(x)D%u=f(x) chizigli

|af<m
tenglama x" nugtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. Agar Q sohaning

har bir x’eQ nugtasida tenglama elliptik tipda bo‘lsa, u holda bu
tenglama €}, sohada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. Agar elliptik tipdagi
tenglamaning koeffitsientlari haqiqiy qiymatli funksiyalar bo‘lsa, u holda
m tenglama tartibi m=2/ juft sondan iborat ekanligi algebraik
teoremalardan natija sifatida kelib chiqadi.

n—-1
Shuningdek, agar Zé’f #0 bo‘ladigan har qanday &,....&,
j=1
uchun z aa(xo)éla’... £8e = tenglama &, o‘zgaruvchiga

laf=m

nisbatan  fagat  haqiqiy  ildizlarga ega bo‘lsa, u  holda

! Bu hagida Xepmaumep JI. Jlunelintie mddepeHuHaTbHEe ONEpaTopsl C YACTHBIMH
npou3sonHMM. M.: Mip, 1965. 380 ctp., kitobi orqali tanishish mumkin.

59



——7

Y a,(x)D%u= f(x) chiziqli tenglama x° nuqtada x, ‘g yo'nalishida

lalﬁm

n-1
giperbolik tipdagi tenglama deyiladi. Agar Y 220 bo'tadigan har
Jj=
ganday &,...&, uchun Z aa(xo)gf‘... E4 =0  tenglama e
|erf=m
o‘zgaruvchiga nisbatan  m ta haqigiy va har xil ildizlarga ega bo‘lsa, u
holda bu z a, (x)D%u= f(x) chizigli tenglama x° nugtada x, 0°q
la|~_<m

yo‘nalishida qga’tly giperbolik tipdagi tenglama yoki L.G. Petrovskiy
n-1

bo‘yicha giperbolik tipdagi tenglama deyiladi. Agar Zg’;’f #0
j=l

bo‘ladigan har qanday  &jsesSp uchun Y, au (&N &g =0

=
tenglamaning &, o‘zgaruvchiga nisbatan ~ m 12 haqiqiy ildizlari
orasida karralilari bo‘lsa, u holda bu z a,(x) D%u = f(x) chizigh
|lajsm
tenglama x° nugtada x, 0'q yo‘nalishida sust giperbolik tipdagi tenglama
deyiladi.

Agar Q sohaning har bir x° €Q nugtasida tenglama giperbolik
tipda bo‘lsa, u holda bu tenglama Q sohada giperbolik tipdagi tenglama
deyiladi. ’

1.G. Petrovskiy tomonidan, m — tartibli tengldmalarning yana bir
muhim sinfi ajratilgan bo‘lib, Petrovskiy bo‘yicha parabolik tipdagi
tenglama nomiga ega.

Bu sinfni aniglashda tenglama hadlarining u(x) funksiyadan olingan
nafagat m — tartibli hosilalari, balki hosilalarining kichik tartibli hadlari
ham hisobga olinadi. Ushbu

Y. a,(x)D%u=[(x)
Ia‘Sm
chiziqli tenglamani
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Z a,(x) Dfox"u = f(x)

o=
ko‘rinishida yozamiz, bunda x,=f, x' = (X0 Xp—1) s a=(a's0);
o = (0sees Appy) deb belgilaymiz.
p — butun musbat son bo‘lsin. Ushbu
Y a@E &
|or}+ par,=m

ko‘rinishidagi ko‘phadga Z ag (%) D_f';‘-' Df'u = f(x) tenglama uchun x

|erfsm

nugtadagi p zichlik bilan umumlashgan xarakteristik forma deb aytiladi.

Agar qandaydir p uchun va ]é;"\2 :Ecﬁ —1 bo‘ladigan ixtiyoriy
j=
hagiqiy &' =(&js-&p) chun
ag (1)) & =0
o'+ pat,=m
Ko‘rinishidagi  tenglamaning e o‘zgaruvchiga pisbatan  barcha
i1dizlarining haqiqiy qismi
Reé, <0,
bunda O = const >0 bo‘lgan holda tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda
z a,(x) fo D u = f(x) tenglama X = (X5 +0s Xp—128) nuqtada
lajsm .
Petrovskiy bo‘yicha parabolik tipdagi tenglama deb ataladi.

Agar Q sohaning har bir x€Q nugtasida tenglama Petrovskiy
bo‘yicha parabolik tipdagi tenglama bo‘lsa, u holda bu tenglama Q sohada
Petrovskiy bo‘yicha parabolik tipdagi tenglama deyiladi.

Petrovskiy bo‘yicha parabolik tipdagi tenglamaga eng sodda misol

(uni parabolik tipdagi tenglama deb ham ataydilar) sifatida
n—1 A2

%“. . Q_% =0

r A%

issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasini keltirish mumkin.
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Hagigatdan ham, p=2 zichlik bilan umumlashgan xarakteristik
forma '

n-1

‘:gn - z ‘f} X
j=1

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shuningdek,
Y a6 & =0

el
tenglama esa,
n-| 2
£, - Y (ig;) =0
J=1
? n-1
ko‘rinishga ega bo'lib, |r§'| =Zc§f =1 bo‘ladigan ixtiyoriy hagigiy
j=1

£'=(&yné,y)  uwchun &, o‘zgaruvchiga nisbatan yagona

n-1
£,=-3.¢&5 =-1 ildizga ega boladi.

j=1

Xususiy hosilali yuqori tartibli sistemalarni klassifikatsiyalash ham
matritsaviy differensial operatorning bosh qismini ajratish yo‘li bilan
amalga oshiriladi.

n— oflchamli R" Evklid fazosidagi Qc R" sohada N noma’lumli
N ta

4

= o“u
L(x,Du= 0 (B = i)y i L2,V (12)
;‘ MZS,,J R e ."I

chizigli xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin,
bunda = (uy,up,....uy) noma’lum vektor-funksiya, a;,(x) va £(x)
berilgan funksiyalar bo‘lib, bu funksiyalar Qc R" sohada aniglangan va
uzluksizdir.

Ta'rif. Agar X’ € Q nugtada (yoki Q< R" sohada) |§]¢0 bo ‘Igan
har ganday & =(&.&y..&y) vektorlar uchun
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det| Y a0
lat=n,
determinant noldan fargli bo'lsa, u holda (12) sistema X eQ nugtada

(voki QcCR" sohada) 1G. Petrovskiy ma’nosidagi elliptik sistema
deyiladi’.

Bu ta’rifga ko‘ra,

b

oy oxy

ou Ov

i e =

oxy O

Koshi-Riman sistemasi elliptik sistema bo‘ladi, chunki ‘(ﬂ #0 bo‘lgan har
& %

ganday & =(&,&,) vektorlar uchun = &2 + £} #0 bo'ladi.

& G

L.G. Petrovskiy ma'nosidagi elliptik sistemaning ta’rifiga ko‘ra,
umumiyrog bo‘lgan, A. Duglis va L. Nirenbergga tegishli ta’rif ham

mavjud’.
Ushbu L.G. Petrovskiy ma’nosidagi elliptik sistemaning ta’rifida
(D) e hy(xD)
s L(x,D)= : . : (13)

) lNl(x,D) vae ZNN(X?D)
matritsaning har bir ustunidagi differensial operatorlar tartiblarining
maksimal tartibi n; sonni aniglash kerak bo‘ladi. Bu yerda [ ;(x.D)

J
differensial operatorlar D=(_\i . i} differensial amalining
oxy oxy

o‘zgaruvchi koeffitsientli polinomidan iborat, ya'ni har bir u;, J =1L, N

noma’lum funksiya uchun

2 By hagida Terposckmii MLT., O aHATHTHTHOCTH peluennli criceM ypapheril ¢ HaCTHBIMH
TpoM3BOHEIME, MareM. COOpHHK, 5(47): 1(1939), C. 3-70., magolasi orqali tanishish mumkin.

3 Bu hagida Duglis A. and Nirenberg L., Interior estimates’ for elliptic systems of partial differential
equations, Comm. Pure Appl. Math,, 8 (1955), P. 503-538., magolasi orqali tanishish mumkin.
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r'd

nj = max deg[l}(x,D), j= l,..-,N
I<isN

sonni aniglaymiz, bunda deg simvoli orqali bu yerdagi operatorlar
hosilalarining eng katta tartibi belgilangan. Bu belgilashga ko‘ra, /; ; (x,D)
differensial operatorning n; tartibli bosh qismini /; j(x,D) orqali_
belgilasak, u holda '
0, agar degl; j(x,D)<n; bo'lsa,
lij(x, D)= Z af'j(x)D“, agar degl; ;(x,D)=n; bo'lsa (19
lerf=n,
bo‘ladi. Shunday gilib, L(x,D) matritsaviy operatorning L.G. Petrovskiy
ma’nosidagi elliptik sistema ekanligi L(x, D) matritsaviy operatorning L.G.
Petrovskiy bo‘yicha bosh gismi bo‘lgan
D) ... hy(x,D)

L(x,D)= q : (15)
iNl(x,D) S ENN(I.D)
matritsaviy operator bilan aniqlanadi, ya'ni agar x’ €Q nugqtada (yoki
QcCR" sohada) |£]#0 bo‘lgan har ganday &=(£.&.en8p) vektorlar
uchun det E(xﬁ,f);t() shart o‘rinli bo‘lsa, u holda (12) sistema e
nuqtada (yoki Qc R" sohada) 1.G. Petrovskiy ma’nosidagi elliptik
sistema deyiladi®.

A. Duglis va L. Nirenberg tomonidan kiritilg;n Duglis—Nirenberg
bo‘yicha elliptik sistemani aniglashda ZL(x,D) mdftritsaviy operatorning
bosh gismi boshgacha aniglanadi va unda kichik tartibli hosilalar
qatnashishi mumkin®.

Butun sonlarning ikkita

4 Batafsil LG. Petrovskiy ma’nosidagi elliptik, giperbolik va parabolik sistemalar hagida ushbu AT,
Merposckuit. MaGpasmbie Tpymsl. CHOTEME! ypaBHeHmH € HACTHBIMA - MPOM3BOIMBIMH.
AnreGpanyeckas reomeTpus. M.: Hayxka, 1986r. ctp. 500. nomli kitobi orgali tanishish mumkin. _

5 Bunday sistemalar va unga qo'yilgan umumiy chegaraviy shartli masalalarning yechilishi haqida
B.A. Cononnnkos, O6 06WEX KpaeBEIX 3ajauax A CHCTEM, IMTHNTHYECKHX B CMBICIC A,
Jarmca-J1. HupenGSepra. I, Mss. AH CCCP. Cep. matem., 1964, Tom 28, BhImycK 3, C. 665-706.,
magqolasi orgali tanishish mumkin.
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N N
{s,}., va {tf}j=l (16)
sistemalari quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
i j(x,D)#0 bo‘lgan barcha i, j uchun
degl,-j(x, D)<s;+t; (17)
va s§;+t; <0 bo‘lsa, u holda /; ;(x,0)=0. Ko‘rinib turibdiki, bunday
qo‘yilgan shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy s;,f; sistemalar
§; +const , f! —const
sistemalar bilan almashtirilishi mumkin. L(x, D) matritsaviy operatorning
Duglis-Nirenberg bo‘yicha bosh qismini (17) shartni ganoatlantiruvchi
butun sonlarning oldindan berilgan (16) sistemalari yordamida aniglanadi.
Yuqorida kiritilgan sistemalarga ko'ra, komponentalari butun sonlardan
iborat bo‘lgan s=(s,..., sy) va £=(t, ... 1y) vektorlarni garaymiz.
L(x,D) matritsaviy operatorning s va ! sistemalarga mos Duglis—
Nirenberg bo‘yicha bosh gismi deb quyidagi matritsaviy differensial
operatorga aytiladi:
; '@ D) ... kD)
L;,(x,D)= : % : :
i%(x,D) ... Lyy(xD)

bunda I:i," (x,'D) differensial operatorlar
0, agar degl; J-(x,D)<s,-+t j bo'lsa,
yoki l,-j»(x;D)=0 bo'lsa,

z‘l'lj.f‘r(x:JD)'_"I
): af‘}(x)D“, agar degl; j(x,D)=s;+1; bo'lsa
| lerl=s, 41,
formula yordamida aniglanadi.

Ta’rif. Agar (17) shartni ganoatlantiruvchi butun sonlarning

oldindan berilgan ikkita sistemalari mavjud bo ‘lib,
buna lg] #0 bo‘lgan har ganday & =(&,52:-+Sp) vektorlar uchun
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det L, (x°,£) #0 (18)

shart o'rinli bo'lsa, u holda (12) sistema x°eQ nugtada Duglis—
Nirenberg bo 'yicha elliptik sistema deyiladi. | ;

Agar (12) sistema har bir x°eQ nugtada Duglis—Nirenberg
bo‘yicha elliptik sistema bo‘lsa, u holda bu (12) sistema Q sohada
Duglis-Nirenberg bo ‘yicha elliptik sistema deyiladi. d

Buyerda (18) shartga ko‘ra,

LG, ) = det L, (<%, &) = det {1, )
polinom bo‘lib, |£[#0 bo‘lgan ‘har ganday &=(&,&,....&,) vektorlar

uchun nolga teng emas, bunda é”}?'(x, D) differensial operator l;")’,-' (x,D)

differensial operatorning s; +¢ ; tartibli aniglikga ega bo‘lgan bosh gismi.

Shuningdek, & =(&.4,....,&,) vektorga bog‘lig bo‘lgan L(xo,g‘) bir jinsli
N

polinomning {artibi Z(Si'” j)=2r songa teng, bunda r-— manfiy
i=1

bo‘lmagan butun son. Biz » > 0 bo‘lgan holni garaymiz.

(17) shartlardan ko‘rinadiki, bu yerda s;+7; yig'indining qiymati
muhim. Bu s5; va t ; sonlarni tanlashda qandaydir ma’noda ixtiyoriylikka
ega bo‘lamiz. Agar s vektorning barcha komponentalariga ayni bir sonni
qo‘shib va bu sonni ¢ vektorning barcha komponentalaridan ayirsak, yangi
s' va ' sistemalami hosil qilamiz, ya'ni s =s; =C, t;=t;+C.Bu s’ va
t' sistemalar '

L,G.D)=Ly,(=°,D)
tenglik ma’nosida s va t sistemalarga ekvivalent bo‘lgdi. Shuning uchun
ham o
5;<0,i=12,.., N (19)
deb hisoblash mumkin. (12) sistema N nomalumli N ta tenglamalar
sistemasi bo‘lgani uchun har bir j=12,.., N uchun i=12,.., N

ning hech bo‘lmaganda bitta giymati topiladiki, bunda /; ;(x", D)0
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bo‘ladi, ya'ni (13) matritsaning nolli ustunlari bo‘lmaydi. U holda (17)
shartd

5+t 2 degly- (x,D)>0 (20)
shart kelib chigadi. (19) va (20) shartlardan
t;20, j=1,2,.., N (21)

shartlarni hosil gilamiz. (19) va (21) shartlar s va ¢ sistemalarning
normalashtiruvchi shartlari deyiladi. (19) va (21) normalashtiruvchi
shartlari muhim rol o‘ynamasada, ular (17) va (18) shartlarni
qanoatlantiruvchi s va ¢ sistemalarni topish jarayonini yengillashtiradi.
Shuningdek, maxs; =0 deb olish qulay bo*ladi.

i

S-misol. Duglis—Nirenberg bo‘yicha elliptik bo‘lgan sistema va I.G.
Pcfrovskiy bo‘yicha elliptik bo‘lmagan sistemaga muhim misol sifatida
uch olchamli holda yopishqog sigilmaydigan statsionar ogimni
tavsiflaydigan chiziglilashtirilgan Nave—Stoks tenglamalari

~Av+grad p=0,
2100kl 22)
|divy =0
sistemani qaraymiz, bunda v(x) = (v (x), o (x), v5( x)) — tezliklar

maydoni, p(x) - skalyar funksiya.
Bu yerda xeQcR’, u =(vj, v, v3,p) belgilash kiritib, (22)
sistemani  L(D)u(x) =0 ko'rinishida yozib olamiz, bunda

( Iy
: A anris Gt
oxy
0 =A 0 —a—
Ox;
L(D) = . 23)
0 0 -A —
813
0 0 _6_ 0
O Oy Oy y
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bo‘ladi. Bu L(D) operatorning Petrovskiy bo‘yicha bosh gismini
ajratamiz. Bu yerda m =m,=ny=2, ny=1 bo‘ladi. Shuning uchun
L(D) operatorning Petrovskiy bo‘yicha bosh gismi S

/ \
-A 0 O i

oxy

i 0 -A 0 —a—-
iy=| o,
Qg g sk L2

Ox3

iRy o |

ko‘rinishida bo‘ladi. Bundan, har qanday &=(&.,5.&)€eR’ vektorlar
uchun
17 0 By
el =" 0 &l
0 0 -k &
0 0 0 0
ekanligi kelib chigadi, ya'ni (22) sistema Petrovskiy bo‘yicha elliptik
bo‘lmaydi.

Bu (22) sistemaning Duglis—Nirenberg bo‘yicha elliptik bo‘lgan
sistema ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun (17) va (18) shartlarni
qanoatlantiruvehi s va ¢ vektorlar sistemalari mavjudligini o‘rnatish zarur.

(19) va (21) normalashtiruvchi shartlaridan foydalghilsa, bu masala chekli
sondagi variantlarni qarab chigish bilan yechiladi: L(D) operatorning bosh

qismi

D) .0 LD

Ly (x,D)= ' :
R D), .t iix.D)

matritsaviy differensial operatorga mos kelgan s; va f; sonlarning

J
mumkin bo‘lgan barcha giymatlaridan s; sonlar giymatlari maksimal va
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j sonlar giymatlari minimal olinadi. Bunda, I (D) operator [; ;(D)
operatorning odatdagi bosh qismi, s; sonlarning giymatlarini L(D)
matritsadan chapda ustun ko‘rinishida, ¢; sonlarning qiymatlarini L(D)
matritsaning  yuqorisida satr ko‘rinishida yozib chigish qulay.
Qaralayotgan bu misolimizda (17) va (18) shartlarni ganoatlantiruvchi
maksimal s; va minimal /; qiymatlar quyidagicha bo‘ladi:

5=(0,0,0,-1) va t=(2,2,2,1).

Shunga ko‘ra,

( )
-A 0 0 R
6xl
o r-alb i B
ﬁxz
L(D)= 5
| Al i o
ox3

G5 0 o
\Ox) Oxy O )

matritsaviy differensial operatorning mos bosh gismi

A

Ll e

o axl
071 ol huigritls

L] =t s axz
L, (D)= 3

0 0 -A —

aX3

4.058 e

\axl 63@ 8x3 ¥,

ko‘rinishda bo‘ladi. Uning xarakteristik determinanti esa, |£|#0 bo‘lgan

har qanday £ = (&.&,.43) € R vektorlar uchun
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0 g

i @©= 0 B0 - gfeo
0o 0 A &l
. &H & M
ekanligi kelib chiqadi, ya'ni (22) sistema “Duglis—Nirenberg bo"yicha
elliptik bo‘lgan sistema bo‘ladi. .

6-misol. Istalgan elliptik bo‘lgan sistema yoki tenglamani birinchi
tartibli sistemaga keltirilishi mumkin. Tenglamalar va sistemalarni
maxsusmas almashtirish bajarganda Petrovskiy bo‘yicha elliptiklikni
saglamasa ham, Duglis-Nirenberg bo‘yicha elliptikni saglaydi. Bunga
ishonch hosil gilish uchun tekislikda

Au(x) =0, xeR?

Laplas tenglamasini qaraymiz. Bu tenglama Petrovskiy bo‘yicha elliptik
bo‘ladi. Bu ikkinchi tartibli tenglamani birinchi tartibli tenglamalar
sistemasiga almashtiramiz. Agar

Ou y
3 (x) = u(x), u(x)= -'-873, U (x) =f—-‘§r—~
1 N REe

belgilashlar kiritsak, u holda bu Laplas tenglamasini

=
ra
4
I
o

(24)

ko‘rinishidagi birinchi tartibli sistemaga almashtiramiz. Bu (24) sistema
o‘zgarmas koeffitsientli sistema bo‘lib uning uchun (13) operator
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( X
e
x|
0
L(DH=| 0 1 — 25
(D) o, (25)
RSO B
\On  Oxp )

ko'rinishda bo‘ladi. Bundan, (17) va (18) shartlarni ganoatlantiruvchi
butun komponentali s va t vektorlarni topishga harakat gilamiz. Agar,
misol uchun

s=(0,0,0), t=(LL1) yoki 5s=(0,0,0), t=(2,2,2).
sistemalar olinsa, ular (17) shartni qanoatlantiradi, lekin (18) shartni
ganoatlantirmaydi, ~chunki bu sistemalar uchun (25) matritsaviy
differensial operatorning bosh gismlari mos ravishda

4
oo
al 000
L =0 0 ~ed e L, (D)=/0 0 0
X
4 000
2 2
\Ox  Oxy y

ko‘rinishda bo‘lib, ular uchun (18) shart bajarilmaydi. Lekin, (17) shartni
ganoatlantiruvchi s =(-1,-10), t=(1,12) sistemalar uchun mos bosh

qism

( )

1 0 -9—

Oxy

- o)

LS,I(D)a 0 l -a—x'z—

o 90

\Ox 0% )

ko‘rinishda bo‘ladi. Unga mos determinant esa, har ganday
£=(8.5) R \{0} vektorlar uchun
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1 0 §
detl, (£)=|0 1 &|=-4-& 0

& & 0
ekanligi kelib chiqadi, ya'ni (18) shartni ganoatlantiradi. Shunga ko‘ra,
(24) sistema Duglis—Nirenberg bo‘yicha elliptik bo‘lgan sistema bo‘ladi.

Endi (24) sistema uchun Petrovskiy bo‘yicha bosh qismini

aniglaymiz, ya'ni (14) qoida bo‘yicha (15) matritsaviy differensial
operatorni aniglaymiz. Bu bosh gism

( \
_ iRl O
ety axl
~ 0
L(D)=| 0 0 —
(D) o
s
\Ox  Oxy )

ko‘rinishda bo‘ladi. Unga mos determinant esa, har qganday
£=(£&,&) € R?\ {0} vektorlar uchun

0 0 &
detL(£)=|0 0 &|=0
g s 0
ekanligi kelib chigadi, ya'ni (24) sistema Petrovskiy bo‘yicha elliptik

bo*lmaydi.

Shunday qilib, tenglamalar va sistemalarni maxsusmas almashtirish
Petrovskiy bo‘yicha elliptikni saqlamas ekan.

Duglis—Nirenberg bo‘yicha elliptik tenglamalarni va sistemalarni
istalgan maxsusmas almashtirish natijasida ham saqlanighi M.F. Atya va
I.M. Zingerlar tomonidan isbotlangan®. ’

Shuni ta’kidlash kerakki, haqiqiy koeffitsientli Duglis—Nirenberg
bo‘yicha elliptik tenglamalar sistemasi uchun &  bo‘yicha (18)
polinomning tartibi Petrovskiy sistemalari holidagi kabi, hamma vaqt juft

 Bu hagida Macnesnnkosa B.H. [uddepeHunarseic ypasHeHns B HacTHBIX MPOMIBOIHBIX.
Mocksa: Wanatenserso Poccritckoro yHuBepcHTeTa ApykObl Hapoaos, 1997. 447 c., kitobi orqali
tanishish mumkin.
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bo‘ladi. Lekin, agar kompleks koeffitsientli sistemaga ega bo‘lsak, u holda
polinomning tartibi erkli o‘zgaruvchilar soni n>3 bo‘lganda juft bo‘ladi;
n=2 bo‘lgan holda (18) polinomning tartibi juft bo‘lishi ham va tog
bo'lishi ham mumkin’.

7-misol. Koshi-Riman sistemasining uch o‘Ichamli fazodagi analogi
deb hisoblash mumkin bo‘lgan Mosil-Teodoresko (MT b

A L ek
x o o

9%y B L

i B (s,u,v,w):{]
d c 0

LA TR e -

) Oz ox

KAk A
&z oy &

sistemani  elliptiklikka  tekshiramiz. ~ Ushbu Mosil-Teodoresko

sistemasining differensial operatori
0 9, “9, e

¥ z

0 0 0.4 Oy

LD)=| -

d, 0, 0 -0,

' 8, By 0 0

ko‘rinishda bo‘lib, uning Petrovskiy bo‘yicha bosh qismi o‘ziga teng,
ya'ni L(D)="L(D) bo‘ladi. Bu sistemaning xarakteristik determinanti har

ganday & =(4,6,83) € R*\{0} vektorlar uchun

’ Bu haqida Agmon S. Lectures on elliptic boundary value problems. Princeton, 1965, Kitobi orqali
tanishish mumkin.

% Bunday elliptik sistemalamni kengroq o'rganish uchun 1) Anymayckac A.W. 3anaga 0 HAKNOHHOH
MPOA3BOIHOM Teopus ToTeHIMana, HopocnOHpCk: Hayka CO, 1985. 262 c., 2) Auymayckac A.H.
MeToxE! NOTEHINANA B TEOPHH JLTHITHYECKHX ypaBHeHHH. Bumsaioc: Mokcenac, 1990. 264 c.,
hamda 3) Ishankulov T. Elliptik tenglamalar va tagsimotlar nazariyasi. Samargand: SamDU, 2019,
194 bet, kabi o*quv qo*llanmalari orqali ham tanishish mumkin,
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0 & & &
0 |
det L(£) = 2 st '53 f;l =~ +& +&)P =—|' 20
G e a O

ekanligi kelib chigadi. Shunga ko‘ra, Mosil-Teodoresko (MT) sistemasi
Petrovskiy bo‘yicha elliptik boladi.

Shuningdek, Koshi-Riman sistemasining to‘rt o‘lchamli fazodagi
analogi deb hisoblash mumkin bo‘lgan sistema ushbu

(0 0 0 o)

& o oy o

L @gdn-a

ox Ot z Oy (s,u,v,w)=0
e 0 0 0

»y & o o

0 0 ) G,

% g 7

ko‘rinishida bo‘ladi.
8-misol. Elastiklik nazariyasining tenglamalar sistemasi vektor
formada
phu®) ¢+ @eraddivu@)=0, zeDc®  (©26)
ko‘rinishida  bo‘ladi, bunda A>0, #>0. Bu tenglamaning

koordinatalardagi ifodasi
(

2 2 2
H AU+ (A + ) 2 2] + L + 4y
ox axlaxz 6x18x3

[~ 2 2
{ Ay + (A + p1) e Ty, O ]:0, 27)

\6x16x2 6):% 6x26x3
(A2 2 2

AUy +(A+ ) e u;J=0
i (Ox30%  Ox30%;  Ox

ko‘rinishda bo‘ladi. Ushbu (27) sistemaning matritsaviy differensial
operatori

7




Bid f o2 52 32 )
A+ (A (A+p) (A+m)
E. oxt 0x10%y 0103
P NN TP P
LD)=| (A+u HA+(A+H)— i)
L e % 6xzdr3
' & & &
(A+n) A+ ) HA+(A+p)—
3 L e Ox30x g 0x30x, K &3?)

‘rinishda bo‘lib, uning xarakteristik formasi quyidagicha bo‘ladi:
har qanday & =(£,&,,&;) € R® \ {0} vektorlar uchun

det L(£) =det L($) =
U+ med A+ wég (A+ &3
=| Grwas u+GrmE Qrwésg |=
(A+wéé Grpbs  ulE A&

[ el + v g | el + e ) | e + s 08 |+
HA+ ) GG+ A+ 888 - pa+ w68 -
-+ 888 -0+ e BE -+’ EEE -

a2+ | §8 -’ E 58 =

(el + v g [ el + v s [ e+ 083 |-
o+ g P [ 88 + 88 + 88 |-G+’ R EE =

=Rl PGl [ 8+ 8 48 |+
G [ 28 + 85 + 88 [+ w88 -
G+ iR P |88+ 88 + 88 |-+ w’E 88 =

= 12 ef + i+ el = P G20 >0

ekanligi kelib chigadi. Shunga ko‘ra, elastiklik nazariyasining tenglamalar
sistemasi Petrovskiy bo‘yicha elliptik sistema bo‘ladi.
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Ta'rif. Agar w=w(z) funksiya kompleks tekislikdagi biror D

2
6;(22) = u holda w(z) funksiya D
sohada bianalitik funksiya deyiladi.
9-misol. Tekislikda bianalitik funksiyaning haqlq1y va mavhum
gismlari "
Uy —Uyyy =20y, =0, Ve =V, +2uy, =0 (28)

ikkinchi tartibli elliptik sistemani qanoatlantirishini ko* rsatamlz
Hagqiqatdan ham, agar
w(z) = f(2) =u(x,y) + W(x y) _
funksiya C kompleks tekislikning gismi bo‘lgan biror D sohada bianalitik
funksiya bo‘lsa, u holda
1

fz(2)= —((u+:v)x +t(u+1v) )- —i(ux —v, +i(u, +vx)),

E’E(Z)zz[( -, +t(u‘, +vx) ( vy+i(u - +vx))y:l=

=}1i[(ﬂn ~thy =20 )+ (Ve =¥y +2’“’€V)]

bo‘lgani uchun

1 :
E[(un —Uy, —2vx},) +1!(v_.ar ¥y + 2“@)] =0 (29)
kompleks tenglikdan (28) sistemani hosil gilamiz. {
10-misol. Bianalitik funksiyaning haqigiy va mavhum gismlari
bigarmonik funksiyalar bo‘ladi, ya'ni u(x,y) va w(x,y) funksiyalar

uchun
4 4 4
af:+2 82“2+5f:=0, (30)
o' 0x°0yp Oy
4 4, Saieg
O 52 W (30%)
at o’ oyt
tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Hagiqatdan ham, agar (28) tenglamalar
2 2
sistemasining birinchi tenglamasiga —-2——6—2 operatorni, ikkinchi
ox” Oy
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tenglamasiga 25%26; operatorni ta’sit qildirib, hosil bo‘lgan

tenglamalarni hadma-—had qo‘shsak, u holda f(z) bianalitik funksiyaning
hagigiy gismi bo‘lgan  u=u(x,y)  funksiya (30) tenglamani

qganoatlantirishi kelib chiqadi. Xuddi shuningdek, agar (28) tenglamalar
2
sistemasining birinchi tenglamasiga _253_63» operatorni, ikkinchi

tenglamasiga ;—1—;—2 operatorni ta’sir qildirib, hosil bo‘lgan
tenglamalarni hadma—had qo‘shsak, u holda f(z) bianalitik funksiyaning
mavhum gismi bo‘lgan  v=w(x,y) funksiya (30") tenglamani
ganoatlantirishi kelib chigadi. Bu (28) tenglamalar sistemasining
Petrovskiy bo‘yicha elliptik sistema ekanligini ham ko‘rish mumkin.
11-misol. Tekislikdagi biror G = C bir bog‘lamli sohada bigarmonik
bo‘lgan, ya'ni n=2, z=x+iyeG bo‘lgan hol uchun Azu(x,y)zo
tenglamaning shu sohadagi yechimlari u(x,y)=Re[Zp(2) +¥/(2)]
shaklda tasvirlanishini ko‘rsatamiz. Bu yerda ¢(z) va y(z) funksiyalar

ixtiyoriy analitik funksiyalardir. Hagiqatdan ham, bigarmonik bo‘lgan
4
=0 ko‘rinishida yozib, uni integrallasak,

A%u(x,y) =0 tenglamani
&z’

u o%u
= (2’), — =7 (Z)‘H.V (Z)
PN T il s
bo‘ladi, bunda ¢(z) va v;(z) funksiyalar G sohadagi z o‘zgaruvchiga
nisbatan ixtiyoriy analitik funksiyalardir. Integrallashni davom ettirib,

2 —2p2(2) +vs(2)+ (@)
tenglikni yozamiz, bunda qoz(z)=j »(£)dS va wz(z)=_f pi(§)ds —

boshlang‘ich funksiyalar bo'lib, G sohadagi analitik funksiyalardir, /1 —
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esa, zZ=x—iy o‘zgaruvchiga nisbatan ixtiyoriy analitik funksiyadir.
Shunga ko‘ra, &y funksiya z o‘zgaruvchiga nisbatan analitik funksiya
bo‘ladi. Shuningdek, .

u=20y(2)+y;3(2) +2hy + hy

Z z
tenglik o'rinli, bunda @3(2)= [ @,(O)dS va ys(2)= [ py(O)dC -
boshlang‘ich funksiyalar bolib, G sohadagi analitik funksiyalardir, 1?2 -
esa, z=x-iy o'zgaruvchiga nisbatan ixtiyoriy analitik funksiyadir.
Shunga ko‘ra, h, funksiya z o‘zgaruvchiga nisbatan analitik funksiya
bo‘ladi. Demak, u(x, y) — haqiqiy giymatli bigarmonik funksiya bo‘lgani
uchun
u(x,y) =Re(Zpz(2) +y;5(2)) + Re(zl-q_l + f:_)=
=Re(Zps(2) +y3(2)) + Re(Zh + by ) =
=Re| Z(p3(2) +1(2) +(v3(2) + In(2)) |
tenglik hosil bo‘ladi. Agar @(2)=p3(2)+h(2) va w(z)=y5(2)+h(z)
deb belgilasak, u holda

u(x, y) =Re[Zg(2) +y/(2)] (31)
tenglikni yozamiz. Bu yerda ¢(z) va y(z) funksiyalar ixtiym%y analitik
funksiyalardir.

Shuningdek, har qanday (x;,...,x,) bigarmonik funksiyani

2y 2
U(Xsers X)) = (x, +25 F.ii kX ) VI (Xpsees X)) + V9 (X500 X))

shaklda ham yozish mumkin, bu gerda vi(x;,....x,) va vy(x,...%,)
garmonik funksiyalar, »

11. Aralash tipdagi ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli
kvazichizigli differensial tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltirish.
Ushbu

~2 2 2
A=y Y +ca—*j +F{x, s O @} 0 (32)
Ox oxdy Oy ox oy
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chizigli tenglamani qaraylik. Agar (32) tenglamani nugta atrofida
balki butun bir D sohada garasak, u holda yuqorida ko‘rsatilgan
i tartibli tenglamalar klassifikatsiyasining uch tipi to‘laligicha
) bermaydi, chunki B* -~ AC ifoda umuman olganda, butun sohada
orasini o‘zgartirishi mumkin. Shuning uchun, tenglamalarning
cteristikalari gisman haqiqiy va qisman mavhum bo‘lishi mumkin,
Demak, agar B’ —AC ifoda ishorasini D sohada o‘zgartirsa, u
holda (32) tenglama aralash tipdagi tenglama deb ataladi. p sohada
B'—AC=0 tenglama bilan aniglanadigan y chiziq (32) tenglamaning
parabolik chizig i deb ataladi, mos ravishda B’ ~AC ifodaning ishorasi
B sohada B’ —AC <0 bo‘lganda elliptik qismi va D sohada
B -~ AC >0 bo‘lganda giperbolik gismi deb ataladi.
 Ushbu D sohada
¢=¢&(xy), n=n(xy) (33)
'yangi o'zgaruvchilarni kiritamiz. U holda yangi o‘zgaruvchilarga nisbatan
(32) tenglama
2 2 2
E(é,n)gg-+2§(§,n)%+6(f,n)%%+F[f, m 2L -S%]: 0
(34)
shaklida yoziladi, bunda

Z[cf,r])=A(%§} +2B%%y§+c[%‘5} 1

xox \exdy oyox) odyop

St mye al 21 wopdnon , o(on)

C(g,ay)-A[ax) +23(3Jr = +c(ayJ :

Tanlash bizning ixtiyorimizda bo‘lgan ikkita
¢=¢(x,y), n=n(x,y) funksiyalarni

o¢on, pfogon d¢on), o6on _
A6x6x+B axay+ayaxj+cayay 0, (36)

B(&,n) =4 (35)




2, 2
A[@-] +ZBQ?—-QE;+C[6—”] #0 . 37)
Ox ox Oy oy '

shartlar bajariladigan qilib tanlaymiz. Shuningdek, y parabolik chiziq
ustida AC—B* =0 ifodani

AC-B =H"(xy)M(x)) . (38)
shaklida tasvirlash mumkin, bunda D sohada M(x,y)#0 , hamda
H(x,y)=0 tenglama y chiziqning tenglamasi bo‘lib, 0H(x,y) va

ei{x)) hosilalar bir vagtda nolga teng emas.

Quyidagi ikki holni qaraymiz:

1-hol. ¥y parabolik chiziq nugqtalarida (32) tenglama
xarakteristikasining yo‘nalishi shu chiziq urinmasining yo‘nalishi bilan
ustma-ust tushmaydi, ya’ni y chiziq bo‘ylab,

2 2
A(%J +2Bﬁﬁ+c ol #0 (39)
ox ox oy Ay

shart bajariladi. Bu holda |

n=H(x,y) (40)
deb olamiz. Shuningdek, &=£&(x,y) funksiya sifatida
Ag}—{-ﬂ?ﬂ E3‘-‘—5—+ Ba—H-rC-@— %=0 (41)
ox oy ) ox ox dy ) oy

tenglamaning  yechimini olamiz.’ Ushbu ¢&=£&(x,y), n=n(xy)
funksiyalarni bunday tanlashda, (36) va (37) shartlar bajariladi. Bu
funksiyalarning yakobiani y chiziq atrofida nolga teng emasligini
ko‘rsatamiz. Hagiqatdan ham, agar
9§=p[3@-+6@], gi:—p[A-aE+B?£J, (42)
ox ox oy oy ox oy
bunda ¥ chiziq bo‘ylab p(x,y)#0 deb olsak, u holda shu y chiziq
bo‘ylab,

80




D(g,m) _050n _0s0n _

———— T —— . e

D(x,y) ox dy Oy Ox

p{(Bg_{f_ CaH)aH (Ag Baﬁ)aﬂ]
cx dy ) oy ox oy ) ox

2] 2o 2]

munosabat o‘rinli bo‘ladi. 4,B,C va H funksiyalarning uzluksizligiga
ko‘ra, yakobian y chizigning gandaydir atrofida ham nolga teng
bo‘Imaydi. Shuning uchun, bu atrofda (33) tenglikdagi almashtirishni
§=4(x,y), n=n(xy)=H(xy)

deb gabul gilamiz.

U holda (34) tenglamaning chap tomonidagi B(&,77) =0 ekanligi
(35) va (41) munosabatlardan kelib chigadi. Shuningdek, y chizigning
qandaydir atrofida C(£,7)# 0 bo‘ladi. Hosil gilingan (34) tenglamaning
har ikkala tomonini C (&.m7) # 0 koetfitsientga bo‘lib,

C(gm o on 65 on

tenglamani hosil gilamiz, yoki (35), (38), (40) va (42) munosabatlarni
¢’tiborga olib,

au d'u ou  ou
"K [ =F ydfy Wy Tovey T 43
(S’?) aé" 62 1(5’7“ PY: 6??) (43)

tenglamani hosil gilamiz, bunda y  chizigning qandaydir atrofida
K, (&,m) # 0 bo‘ladi.

2-hol. 7 parabolik chiziq xarakteristika bo‘ladi yoki (32)
tenglamaning xarakteristikalari oilasining o‘ramasi bo‘ladi, ya'ni y

chizigning barcha nuqtalarida
A(E}H] ZBa—h:@- C| — oH | =0 (44)
ox ox Oy oy

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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Aytaylik, y chiziq bo'ylab, 4>0,C>0 bo‘lsin. U holda
B* — AC =0 shartga ko‘ra, (44) tenglikni

J_ 9% J_ ——~-0 (45)

shaklida yozish mumkin, bunda & -;@M songa teng bo‘ladi. Agar B=0
bo‘lsa, u holda y chizig ha"ﬂab yolu A=0, yoki C =0 bo‘ladi va (45)
tenglikdan H =0 yoki H_ =0 tengliklarga ega bo* lamiz.

n=1n(x,y) funksiya sifatida

4 (46)

: n(xa )'é;'_m(xﬁ )

tenglamaning yechimini olamiz, bunda n=n(x,y) va m=m(x,y)
funksiyalar y chizigning atrofida

Am’ +2Bmn+Cn* #0 (47)
shartni qanoatlantiradi. Masalan, agar D sohada A#0 yoki C=#0
bo‘lsa, uholda m=1, n=0 uchun 7=x deb, yoki m=0, n=1 uchun
n =y deb olish mumkin bo*ladi.

& =&(x, y) funksiya sifatida esa,

[Aa—'?+ B@-inq-[aa" con ] =0/ (48)
ox oy )ox ox oy
tenglamaning yechimini olamiz, bunda #5=n(x.y) funksiva (46)
tenglamaning yechimidir.

Shunga ko'ra, &£=£&(x,y) va n=n(x,y) funksiyalarning bunday
tanlanishida (36) va (37) shartlar bajariladi.

(48) tenglamaning y chiﬁq va 717(x,y) =0 chiziglarning kesishish
nugtasida &(x,y)=0 bo‘ladigan yechimini hamma vaqt tanlab olish
mumkin ekanligini ta’kidlash kerak.

Xuddi birinchi holdagidek, 7 chiziq bo‘ylab, yakobian -f)ii—:g #0
ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. U holda 4,B,C,m va n funksiyalarning
uzluksizligiga ko‘ra, bu yakobian y chizigning qandaydir atrofida ham,
noldan fargli bo*ladi.
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Endi H(x,y)=H(&,n) deb olamiz. U holda
8H _oH ox LOH %y _Hn,-Hp, (49)
9 ox 3«5 &y ot &n-Em,

0H oHox oHoy  Hg -Hpg,

—_— — —— —_——

on o&xon oyon.  En,—EM,

tengliklarni hosil gilamiz. Shuningdek, y chiziq bo‘ylab % # 0 bo‘ladi,

chunki 7 =const chiziq hech bir joyda y chiziq bilan urinmaydi. (45)
tenglikdan y chiziq bo‘ylab

-geC, 6£ =4 [a(x, y)# 0] ;
OH o
= Ji% C—J-—- 0
s

on &n,- cf .
tengliklar kelib chigadi, chunki (48) tenglama 7 chiziq bo‘ylab,
B’ — AC =0 shartdan

(50)

ﬂ%+e~/§%§=0

ko‘rinishga keladi.

§ : H
H(&,m)=0 tenglikdan gsi:—f" tenglikka ega bo‘lamiz va
on H,

(50) tengliklardan y chiziq bo‘ylab, &= const ekanligi kelib chiqadi.
Lekin, ¥ chiziq bilan kesishish nugtasida &{(x,y)=0 bo‘ladi va shunga
ko‘ra, 7 chiziq bo‘ylab, £=0 ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun,
H(0,7)=0 va

H(&n)=EH,(0.m&n) =5N(E.n) (51)
tenglikni yozishimiz mumkin bo‘ladi, bunda 0<8(&,n) <1 va N(&.n)#0

Yangi o‘zgaruvchilarga almashtirilgan (34) tenglamada
chizigning qandaydir atrofida B=0 va C=#0 ckanligi (36) va (37)
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munosabatlardan kelib chigadi. (34) tenglamaning har ikkala tomonini
C#0 koeffitsientga bo‘lib,

AGm) Ou  Fu (5 ou _@g)

cem o or A\ e o
tenglamani hosil gilamiz, lekin

i A[Zg] +2BL C(agJ :
553 ax 5 ;y Zy seiac-F)-
’ U nén Ui
A[ax) 2Baxay+c[ay}
= o' H"(x,y)M(x,y)=&"p*N"M = £'K,(£,m)
bo‘lgani uchun
’u a’ du Ou
"Ka (&) — o7 a — F;[;,q,u,b—g,gﬂ (52)

ko‘rinishdagi tenglamani hosil gilamiz, bunda y chizigning gandaydir
atrofida K, (&,7)# 0 bo‘ladi.
1-misol.

(1~—x) o’u ou ou

)——2.1———21:—=0
7 S
tenglamani garaymiz. Bu tenglama aralash tipdagi tenglamadir, ‘chunki
AC—-B* =x*-—y* —-1=H(x,y) bo‘ladi. Bu yerda 1-x*+3* >0 sohada
berilgan tenglama giperbolik tipdagi va 1-x*+ <0 sohada berilgan
tenglama elliptik tipdagi tenglama bo‘ladi. Hamda, x*—3*=1 chizig
berilgan tenglamaning parabolik chizigi ,1 bo‘ladi. Shunmgdek, ¥ chiziq
bo‘ylab,
A[aﬁ) ZBa_H_ﬂ C(aHJ
ox ox oy oy
=4x*(1-x*) +8x°y* —4y* (1+ 7)) =40 - x*)(x* = y* -1)=0
bo‘ladi. Shunga ko‘ra. ikkinchi holga ega bo‘lamiz. Umumiy nazariyaga
ko'ra, &§=&(x,y) va n=n(xy) funksiyalami (46) va  (48)
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tenglamalarning yechimlaridan tanlab olamiz. Masalan, n=1+x, m=—y
deb olamiz. U holda (46) tenglama

on 0n
I¥x)=L5=t 20
( x)3 ya

ko‘rinishida bo‘ladi. Bu tenglama uchun r;xrz— funksiya xususiy
+x

yechim bo‘ladi. Endi 7 = i%— funksiyani (48) tenglamaga qo‘yamiz. U
X

0
holda y(1+ x)a"; +(1+x+ yz)gf =0 tenglama hosil bo‘ladi. Bu

x‘_yz_-

1 ; : i :
tenglama uchun &(x, y) = funksiya xususiy yechim bo‘ladi.

(1+x)?

Demak, yangi £ va 7 o‘zgaruvchilarni

Pyt

s‘(x,y)=m};7 s 7 =1—f;
formulalar bo‘yicha kiritamiz. U holda tegishli hosilalarni hisoblab,
ou 1+x+y’ du y Ou
o 21+x) 0f (l+x)Paon’
Ou y ou 1 ou

—_+ ——

&  20+x)8& l+xonp’
@_(l+x+y2)z 63u_y(1+x+y2) o*u
' Al+x)° 8 (1+x) oé&n

2

Al 4 6zu_l+x+3yz@+ 2y ou
(1+x)'on® 20+x)' 82 (1+xYon’

Bl o\ ytasti ghy i, by 52u+

o' 4(l+x)' 6 (1+x) 8%n

1 & 1 Ou
+ pe e Y
(+x) on® 2(1+x) 02
u __ y(+x+)*) du +1+x+2y2 0u

2ty d1+x) 08 2l+x) okon

85




y ©0'u A . s S

e T Ap 2ianat
(1+x)’ 07"  (14%) 0§ (1+x)" on
tengliklarga ega bo‘lamiz. Bu ifodalarni bcrilgan' tenglamaga olib borib
qo‘ysak, u holda berilgan tenglamaning ~ *

53211 P o’u +l@_
& on 208
kanonik ko‘rinishini hosil gilamiz.

12. Ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglamalarning umumiy yechimini topishga doir
misollars Bu yerda ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglamalarning umumiy yechimini topishga doir misollarni
garaymiz. |

1-misol. 1y, =0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish: u, =v deb belgilash kiritamiz. U holda v, = 0 tenglamaga
ega bo‘lamiz. Ushbu tenglamani yechish uchun uni integrallaymiz va
u, =C(x) tenglikka ega bo‘lamiz. Topilgan ifodani kiritilgan belgilashga
olib, borib qo‘yib. u, =C(x) tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglamani
integrallab u(x,y)=f(x)+g(») umumiy yechimga ega bo‘lamiz, bu
yerda f(x) va g(x) funksiyalar ixtiyoriy differensidllanuvchi

funksiyalardir.

2-misol. 1y, — 2y — Uy = 0 tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Veckishs | ASIB =41 CE=3, 1 N=BF=AC=1-3(3)=4>0

bo‘lgani uchun yuqoridagi tenglam% giperbolik tipdagi tenglama ekan.

Endi esa xarakteristik tenglamasini tuzamiz va uni yechamiz:

24/4+12 _

y2+2y'-3=0, y'= = —_142; y'=-3/" y =1

y=-3x-C, y=x+Cy, C,=3%+y,; GCi=%-¥,

bu yerda Cy, G, o0‘zgarmaslarmni mos ravishda & va n lar bilan

almashtiramiz, ya'ni
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{é =3x+y
n=x=y.
U holda u funksiyani murakkab funksiya deb garab & va 7
o‘zgaruvchilar x va y o‘zgaruvchilarning chizigli funksiyalari
ekanligini hisobga olib birinchi va ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni
hisoblaymiz:

Uy =3u§ tUp, Uy ZUp—Up, U =%ug; +6ugy +itpp

Uyy = Suge = Dhgn —Upy, My THE = 2ugy Ty

Topilgan ifodalarni U = 2y — 304y, =0 tenglamaga olib borib
go‘yamiz. Natijada

Qugz +6uz, +u,m'—2-(3u§§ ~2uzy —uw)—?}-(u&: — gy +uw)=0 :
yoki  16uz, =0, yoki  ug =0 tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu
tenglamaning umumiy yechimi yuqoridagi 1-misolga asosan quyidagicha
bo‘ladi:
u(£.n)=f(&)+g)-
Buyerda & va 7 o‘zgaruvchilar o‘rniga ularning x va Y
o*zgaruvchilar orqali ifodalarini qo‘yib,
u(x,y)=fBx+y)+g(x-y)

umumiy yechimga ega bo‘lamiz.
3-misol. 1y, —2u, =0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish: u,=v deb belgilash kiritamiz. U holda v, —2v=0
tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu chizigli tenglamani yechamiz va
v=C(x)e”’ tenglikka ega bo‘lamiz. Topilgan ifodani kiritilgan
belgilashga olib borib qo‘yib, u, = C(x)e*” tenglamaga cga bo‘lamiz. Bu
chizigli bir jinsli tenglamani yechsak, u(x,y)= f(x)e® +g(y) umumiy
yechimni hosil gilamiz, bu yerda f(x) va g(x) funksiyalar ixtiyoriy
differensiallanuvchi funksiyalardir.

4-misol.  uy, —2u, —3uy, +6u= 26517

tenglamaning umumiy

yechimini toping.
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Yechish: Ushbu tenglamani yechish uchun avval tenglamadagi
birinchi tartibli xususiy hosilalarni < yo‘qotamiz. Buning uchun
u(x,y) =v(x,y)-e™#  almashtirish bajaramiz, bu yerdagi - 4 va
o‘zgarmaslarni keyinchalik tanlaymiz. Birinchi va ikkinchi tartibli xususiy
hosilalarni hisoblaymiz: '

_ Ax+uy Ax+py _ Ax+uy LMY
Uy =V, € +v-Ae s U=V @ +v- pe y

Uy = Vyy Y 4y pe Y 4 i’y AR Ly Ae™ Y

Topilgan ifodalarni uy, —2u, —3u, +6u =2¢""7 tenglamaga olib borib
qo‘yamiz. Natijada
o s ey eI 9, Y Ly A —

—2-(vx B Ly ie”*“y)-}(vy Pl v-pe’{”’”y)+
+6v- e FTHY =25
yoki

Vg * P 4 (=2, e 4 (A- 3wy - Y 4

HAp=24=3u+6)v- Y = 2"V
tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu tenglikda 4 va u o‘zgaﬁnaslami
shunday tanlaymizki, oxirgi tenglikda birinchi tartibli xususiy hosilalar
qatnashmasin. Buning uchun A=3, =2 deb tanlaymiz va quyidagi
tenglamaga ega bo‘lamiz:
83x+2y 3 v}y _ 28x+y 1

ya'mi v, =2¢>Y. Bu yerda v, =g deb belgilash Kiritamiz. U holda

ushbu

V‘.g, B

@, =26
chizigli tenglamaga ega bo‘lamiz va uni yechamiz. Natijada
p=-2¢"7 +C(x),
ya’'ni v, ==2¢ 7 +C(x) chiziqli tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu

tenglamani integrallab, v=e > + f(x)+g(y) ekanligini hosil gilamiz.
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3x+2y i

u-(x!y) =v(x,y) e
ga asosan,
u(xy)=e" +[f@)+e()] e
umumiy yechimni hosil gilamiz, bu yerda f(x) va g(x), funksiyalar
ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyalardir. t
13, Laplasning kaskad usuli. Quyidagi
Uyy +a(x, Yy +b(x, Y)uy, +c(x, y)u = f(x,) (53)
tenglamani qaraylik, bu yerda a, b, ¢ koeffitsientlar va f oldindan
berilgan, hamda x va y o‘zgaruvchilarga bog‘liq funksiyalardir.
Agarbu a, b, ¢ koeffitsientlar uchun
hs-a—a--i-ab—cso (54)
Ox
ayniyat o‘rinli bo‘lsa, (53) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozish
ov
—+bv=f, 55
S J (55)
bu yerda

v=a—u-+au (56)

v bo‘ladi. Bundan, esa berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaning
umumiy yechimini

L =X+I{Y+If-ejb¢dx}e]‘ady_fmaﬁ’} (57)

shaklda hosil gilamiz, buyerda X va Y — ixtiyoriy funksiyalar bo‘lib,
mos ravishda x va y gabog‘lig. Xuddi shunga o‘xshash, agar

E@+ab—-c:50 (58)
oy
ayniyat o‘rinli bo‘lsa, (53) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin:

%Hrv:f, ' (59)

bu yerda
89



ou
=—+b 60
y = U (60)

bo‘ladi. Bundan, esa berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaning
umumiy yechimini

S o {Y+I{X+_[ f__;.ef“”agz}ef"““‘fa“ﬁ’dx} 61)

shaklda hosil gilamiz, bu yerda X va 'Y —ixtiyoriy funksiyalar bo‘lib,
mos ravishda x w¥a y gabog'lig.

h#0 bo‘lgan holda (53) tenglamaga o‘xshash quyidagi tenglama
qgaraladi: Y

Puy  Owy , Ou
IqlJl:?a;a];ﬁ“alal-}-blal"l-clu]:fi, (62)
bu yerda
dlnh
al=a——é—y~, b]_:b,
6a c6b ,Olnh dlnh
e el et : = 14 - ¢ 63
q=ee v ay'f‘f[aay) (63)

Agar u, funksiyani topish mumkin bo‘lsa, u holda qaralayotgan (53)

tenglamaning yechimi quyidagi formula bilan topiladi:

%—’;l +buy— f "
e ek (64)
(62) tenglama uchun
2
h1=2h#k—m—h, ky=h (65)
oxdy ¢

bo‘ladi. Agar A =0 bo‘lsa, u holda # funk;iya yuqorida ifodalangan
usul bo‘yicha hosil gilinadi. Agar /3 #0 bo‘lsa, u holda yugoridagi
jarayonni davom ettiramiz va yuqoridagiga o‘xshash Ly, =f;
tenglamani hosil gilamiz va hokazo.

k+#0 bo‘lgan holda yuqoridagiga o‘xshash quyidagi tenglamalar
zanjirini hosil qilish mumkin: L yu_y = f,, L u_5= f, vahokazo.




Agar qandaydir & (yoki k;) lar i— qadamda nolga aylansa, (53)
tenglamaning umumiy yechimini topish mumkin bo‘ladi.
1-misol. Yuqoridagi usul yordamida
*u B ou u,  p o

=0 (66)
axay X-yox x-y 6y

Eyler-Darbu tenglamasini 8 yoki ' koeffitsientlardan birortasi butun

son bo* 1sa, u holda bu tenglamani yechamiz, bu yerda a(x,y)= ___é’__

X— .V

b(x,y) = ;—gi; . e(xy)=0, f(x,»)=0. Endi (54) formula bilan

aniglangan A ni hisoblaymiz va quyidagi tenglikni hosil gilamiz:
,_BU-B)
(x-y)°

Agar f=1 bo'lsa, h=0 bo‘ladi. Agar h#0 bo‘lsa, (63) ga ko‘ra
quyidagilarni topamiz:
2+, __P BB

] bl = 3 L]
xX=y xX=y (x=»)

a1=—

flz

Bundan A =Q-%B)(-—2)-—§£l bo‘ladi. Agar S =2 bo‘lsa, u holda
=

by =0 Jbo‘ladi va hokazo. Umuman olganda,

u B ou a ou .
E = s 67
(a,f)= axa} = yax+x = =0 (67)

Eyler-Darbu tenglamasining umumiy yechimini ixtiyoriy & va f

haqiqiy sonlar uchun ham hosil qilish mumkin. Biz bu yerda ¢ va p
natural sonlar, yoki musbat bo‘lmagan butun sonlar bo*lgan holda umumiy
yechimni topamiz. Shu magsadda (67) tenglamani
2
=gy e e g (68)
oxdy ~ Ox Oy
shaklda yozamiz. (68) tenglamani x bo‘yicha differensiallab,
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