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Ushbu o'quv qo'llanmani 
bobom Yusupov Allanazar va 

buvim Xo ‘jaqova Jumagullarning 
porloq xotiralariga bag'ishlayman.

So‘z boshi

Mazkur o 'quv  qo‘llanma universitetlaming mexanika-matematika, 
amaliy matematika va intellektual texnologiyalar fakultetlarining bakalavr 
yo'nalishlari uchun m o‘ljallangan “matematik fizika tenglamalari” kursi 
dasturiga moslab yozilgan.

Ushbu o ‘quv qo‘llanmani yozishda mashhur rus va boshqa chet el 
olimlari tomonidan yaratilgan darslik va monografiyalardan ham keng 
foydalanildi. Shuningdek, m uallif o ‘quv qo‘llanmani yozishda Urganch 
Davlat universitetining fizika-matematika fakultetida, M irzo Ulug‘bek 
nomidagi 0 ‘zbekiston Milliy unuversitetining mexanika-matematika, 
«maliy matematika va intellektual texnologiyalar fakultetlarida, M.V. 
Lomonosov nomidagi Moskva Davlat universitetining Toshkent filialida, 
hamda “Moskva muhandislik-fizika instituti” Milliy tadqiqot yadro 
universitetining Toshkent filialida “matematik fizika tenglamalari” kursi 
bo'yicha o 'qigan m a’ruzalari va olib borgan amaliyot darslarida qo‘llagan 
mashqlaridan ham foydalandi.

Matematik fizika masalalarining doirasi nihoyatda keng bo‘lib, ular 
turli fizik, mexanik, texnik, biologik va boshqa jarayonlami o'rganish 
bilan uzviy bog'liqdir. Ushbu o‘quv qoilanm ada matematik fizikaning 
xususiy hosilali differensial tenglamalarga keladigan masalalari 
tekshiriladi. Asosiy e’tibor matematik fizika tenglamalarining uchta 
klassik: elliptik, giperbolik va parabolik tipdagi tenglamalarini oTganishga 
qaratilgan. Bu tenglamalami tekshirish integral tenglamalar nazariyasi, 
umumlashgan fimksiyalar nazariyasi, teskari va nokorrekt qo‘yilgan 
masalalar nazariyasi, Gilbert va Banax fazolaridagi chiziqli operator
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tenglamalar nazariyasi, nochiziqli operator tenglamalar nazariyasi, aralash 
tipdagi tenglamalar nazariyasi, differensial operator! aming spektral 
nazariyasi, matematik fizikaning variatsion usullari va maxsus fiinksiyalari 
kabi nazariyalar bilan uzviy bog‘liq holda bayon qilingan.

Shuningdek, xususiy hosilali differensial tenglamalarni yechishda 
tez-tez qoUlaniladigan bir qator usullar, jumladan, o‘zgaruvchilami 
ajratish, untegral almashtirishlar usullari, potentsiallar usuli, variatsion 
usullarni qokllab yechiladigan masalalar ham keltirilgan.

Ushbu o‘quv qo‘llanma universitetlarning mexanika-matematika, 
amaliy matematika va intellektual texnologiyalar fakultetlarining bakalavr 
yo‘nalishlari talabalari uchun mo‘ljallangan bo'lib, undan "Matematika" 
mutaxassisligi bo ‘yicha magistrlar tayyorlaydigan fakultetlaming 
magistrantlari, mustaqil izlanuvchilar va doktorantlari ham foydalanishlari 

mumkin.
M  и a l l  i f

f
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К  i г i sh

Matematik fizika -  bu fiz ik  hodisalaming matematik modellari 
nazariyasidir. Bu fan matematikaga tegishli boMib uning haqiqatlik 
kriteriyasi -  bu matematik isbotdir. Biroq, so f matematik fanlardan farqi 
shundan iboratki, matematik fizika fani fizik masalalami matematika 
darajasida tadqiq etadi va natijalar teoremalar, grafiklar, jadvallar va 
hokozo shakllarda ifodalanadi, hamda fizik tasavvurlar hosil qilinadi. 
Matematik fizikaning bunday keng ma’noda tushunilishi unga 
mexanikaning nazariy mexanika, gidrodinamika va elastiklik nazariyasi 

kabi bo‘limlarining ham ta'luqliligini bildiradi.
Dastlabki matematik fizika masalalari differensial (integro- 

differensial) tenglamalar uchun chegaraviy masalalarni yechishga olib 
kelingan. Bu yo‘nalisn klassik matematik fizika  predmetini tashkil etadi va 
hozirda ham o‘zining muhim ahamiyatini saqlab turibdi.

Klassik matematik fizika I. Nyuton davridan boshlab fizika va 
matematikaning parallel rivojlanishi bilan birga rivojlanib bordi. XVII 
asming oxirlarida differensial va integral hisob (I. Nyuton, G. Leybnits) 
yaratildi va klassik mexanikaning asosiy qonunlari, hamda butun olam 
tortishish qonuni (I. Nyuton) ifoda qilindi. XVIII asrda tor, sterjen, 
mayatniklarning tebranishi, hamda akustika va gidrodinamika bilan 
bog‘li(£ masalalarni o‘rganish uchun matematik fizikaning usullari 
shakllana boshladi. Shuningdek analitik mexanikaning asoslari (J. 
Dal amber, L. Eyler, D. Bemulli, J. Lagranj, K. Gauss, P. Laplas) yaratildi.
XIX asrda matematik fizika usullari issiqlik o‘tkazuvchanlik. diffuziya, 
elastiklik nazariyasi, optika, elektrodinamika. nochiziqli to iq in  jarayonlari 
va hokozo masalalar bilan bog4iq bo‘lgan yangi rivojlanishiga erishdi. 
Potensiallar nazariyasi, harakatning turg'unlik nazariyasi (J. Furye, S. 
Puasson, L. Bolsman, 0 .  Koshi, M.V. Ostrogradskiy, P. Dirixle, Dj.K. 
Maksvell, B. Riman, S.V. Kovalevskaya, D. Stoks, G.R. Kirxgof, A. 
Puankare, A.M. Lyapunov, V.A. Steklov, D. Gilbert, J. Adamar) yaratildi.
XX asrga kelib kvant fizikasi va nisbiylik nazariyasining masalalari, 
hamda gaz dinamikasi, zarrachalaming ko‘chish nazariyasi va plazma 
fizikasining yangi muammolari ham matematik fizikaga kirib keldi.
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Klassik matematik fizikada uch xil tipdagi sodda differensial 
tenglamalar Puasson (xususan Laplas) tenglamasi, issiqlik o'tkazuvchanlik 
tenglamasi, to‘lqin tenglamasi bilan bog‘liq bo igan  har xil masalalar 

o‘rganilgan.
Kvant mexanikasi va yadroviy energetikaning rivojlanishi bilan 

matematik fizikaning yangi tipdagi tenglamalari va chegaraviy masalalari 
paydo bo‘ldi. Bular qatoriga to‘lqin funksiyasi uchun Shiyodinger 
tenglamasi, statsionar Shryodinger tenglamasi, Gelmgols tenglamasi va bu 
tenglama uchun Zommerfeld nurlanish shartlarini qanoatlantiruvchi 
masala. izotrop sochilish uchun zarrachalar ко‘chi shining bir xil tezlikli 

tenglamasini keltirish mumkin.
Bu masalalami tadqiq etishda oddiy va xususiy hosilali differensial 

tenglamalar nazariyasi, integral tenglamalar, variatsion hisob, funksiyalar 
nazariyasi, funksional analiz, ehtimollar nazariyasi, taqribiy usullar va 
hisoblash matematikasi asosiy matematik qurol bo‘lib xizmat qiladi.

XX asrda kvant fizikasining yangi bo‘limlari: kvant mexanikasi, 
kvant maydon nazariyasi, kvant statistik fizikasi, nisbiylik nazariyasi, 
gravitatsiya kabi (A. Puankare, D. Gilbert, P. Dirak, A. Eynshteyn, N.N. 
Bogolyubov, V.A. Fok, E. Shryodinger, G. Veyl, R. Feynman. Dj. fon 
Neyman, V. Geyzenberg) bo‘limlar paydo bo‘ldi. Bu hodisalami o ‘rganish 
uchun qo‘llaniladigan matematik qurollar to ‘plami sezilarli ravishda 
kengaydi. Matematikaning an'anaviy sohalari bilan bir qatorda operatorlar  ̂
nazariyasi, umumlashgan funksiyalar nazariyasi, ко p kompleks 
o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasi, topologik va algebraik usullar, sonlar 
nazariyasi, p-adik analiz, asimptotik va hisoblash usullari keng qo‘llanila 
boshlandi. Elektron hisoblash mashinalarining paydo bo 'lishi bilan batafsil 
tahlil qilinadigan matematik modellaming juda muhim sinflari kengayib 
bordi. Hisoblash eksperimentini o‘tkazishning ̂ ea l imkoniyatlari paydo 
bo‘ldi. Masalan, atom bombasining portlashini modellashtirish yoki atom 
reaktorining real vaqt masshtabidagi ishini modellashtirish mumkin bo‘ldi. 
Zamonaviy nazariy fizika va zamonaviy matematikaning bunday intensiv 
o‘zaro ta’sirida yangi soha -  zamonaviy matematik fizika  shakllandi. 
Uning modellari hamma vaqt ham differensial tenglamalar uchun 
qo‘yilgan chegaraviy masalalarga keltirilavermaydi, balki aksiomalar
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sistemasi shaklida ifoda qilinadi. Matematikada, ayniqsa geometriyada va 
to‘plamlar nazariyasida aksiomatik usul ancha oldindan m a’lum edi. Har 
qanday aksiomalar sistemasi singari, bunday sistema qarama-qarshiliksiz, 
bog'liqmaslik, quriluvchanlik va to ‘lalik talablariiii qanoatlantirishi kerak 
bo‘iadi.

XX asrga kelib nazariy fizikaning rivojida bu tendensiyani P. 
Dirak yaxshi tushundi. U 1930 yildagi o ‘z maqolasida nazariy jihatdan 
pozitronning mavjudligini aytdi. U quyidagicha yozadi: “Ehtimoi mening 
fikrimcha bunday uzluksiz abstraktlash jarayoni davom etib boradi va 
kelajakda fizikaning yutug‘i ko ‘p darajada uzluksiz modifikatsiyalashga va 
matematika asosida aksiomalami umumlashtirishga asoslangan bo‘ladi”. 
Nazariy fizikaning keyingi taraqiyoti P. Dirakning fikrlarini to ‘la 
tasdiqladi. Bunga yorqin misol sifatida nazariy fizikada aksiomalashtirish 
usullarining qo‘llanilishi N.N. Bogolyubov tomonidan o‘tgan asrning 50- 
yillarida kvant maydon nazariyasida aksiomalashtirishda sezildi. Shu 
davrda Gamilton formalizmini qo‘llaganda ultrafiolet uzoqlashuv 
muammosi bor edi. Bu muammoga N.N. Bogolyubov boshqacha 
yondashuv bilan qarashni taklif etdi. U avva) Gamilton formalizmidan voz 
kechdi va Geyzenberg tomonidan kiritilgan sochilishning matritsaviy 
nazariyasini asos qilib qabul qildi. N.N. Bogolyubov bu bilan mumkin 
bo‘lgan matematik obyektlar to‘plamini kengaytirdi. Bunda sochilish 
matritsasining elementlari deb operator qiymatli umumlashgan funksiyalar 
olindi. Shu bilan birga sochilish matritsasi relyativistlik, kovariantlik, 
unitarlik, sabablilik, spektrallik kabi asosiy fizik postulatlami 
qanoatlantirishi talab qilindi.

Matematik fizikaning masalalari orasida J. Adamar bo‘yicha korrekt 
qo'yilgan masalalar, ya’ni yechimi mavjud, yagona va shu masaladagi 
berilganlarga uzluksiz bog‘liq b o ig an  masalalar juda muhim sinflardan 
biri sifatida ajratiladi. Bu talablar birinchi qarashda juda tabiiydek bo'lib 
ko‘rinsada, ularni qabul qilingan matematik modellar darajasida isbot 
qilish zarur bo‘ladi. Masala korrektligining isboti -  bu birinchidan shu 
matematik modelning qo‘llanilishini bildiradi: model qarama-qarshiliksiz 
(yechim mavjud), model bir qiymatli ravishda fizik jarayonni ifoda qiladi 
(yechim yagona), model fizik miqdorlaming chetlashuvida kichik
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sezgirlikka ega (yechim masalada berilganlarga uzluksiz bog‘liq bo‘ladi).
Matematik fizika masalalarini tadqiq etishda umumlashgan 

fimksiyalar muhim rol o‘ynaydi va bu umumlashgan yechim bilan jips 
bog‘langandir. Shu sababli umumlashgan funksiyalar nazariyasi muhim 
ahamiyatga egadir.

Mazkur o‘quv qo‘llanmaning 1-qismida xususiy hosilali differensial 
tenglamalaming xarakteristikasi haqida tushuncha. xususiy hosilali 
differensial tenglamalaming klassifikatsiyasi va ulaming kanonik 
ko‘rinishi, ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar uchun asosiy 
chegaraviy masalalaming qo‘yilishi, Koshi masalasi yechimining 
mavjudligi va yagonaligi haqidagi S.V. Kovalevskaya teoremasi, 
matematik fizika masalalarining korrekt qo‘yilishi, korrekt va nokorrekt 
masalalar, A.N. Tixonovning regulyarlashtirish metodi, xarakteristik 
ko'phad ildizlari terminida Koshi masalasining nokorrekt qo‘yilish 
shartlari batafsil bayon qilingan.

Har bir bob paragraflarga bo'lib chiqilgan. Paragraflar punktlarga 
bo‘lib chiqilgan va har birida mavzuga oid asosiy tushunchalar keltirilgan, 
tegishli teoremalar isbotlari bilan berilgan va unga doir namunaviy 
misollar tahlil qilingan. Paragraflar mavzuga oid mustaqil ish uchun 
vazifalar bilan boyitilgan.



I B O B  
XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL 

TENGLAMALARNING SINFLARI. MATEMATIK FIZIKA 
TENGLAMALARI UCHUN ASOSIY MASALALARNING 

QO‘YILISHI

Matematik fizikaning ko'pgina masalalari xususiy hosilali 
differensial tenglamalarga olib kelinadi. Eng ko ;p qoMlaniladigan 
differensial tenglamalar -  bu ikkinchi tartibli differensial tenglamalardir. 
Ushbu bobda bunday chiziqli differensial tenglamalaming klassifikatsiyasi 
va ulaming kanonik ko‘rinishi, ikkinchi tartibli chiziqli differensial 
tenglamalar uchun asosiy chegaraviy masalalaming qo‘yilishi, Koshi 
masalasi, matematik fizika masalalarining korrekt qo‘yilishi. korrekt va 
nokorrekt masalalar kabi mavzularni ko‘rib chiqamiz.

1 - §. Xususiy hosilali differensial tenglamalaming xarakteristikasi 
haqida tushuncha. Xususiy hosilali differensial tenglamalaming  

klassifikatsiyasi va ulam ing kanonik ko‘rinishi

1. Xususiy hosilali differensial tengiama tushunchasi va uning 
yechimi. Q -  orqali xJ,x2,...,xn, n > 2, ortogonal dekart koordinatali x

nuqtalaming n -  o*lchamli R n evklid fazosidan olingan sohani 
belgilaymiz.

П

Q. -  sohadan olingan x  nuqta va щ , a 2, ..., a n, ^ a j = k ,
7=1

k  = 0 m >  1, manfiymas butun indeksli P ^ a . - a ,  haqiqiy 

o'zgaruvchili F (x , . . . ,p a  a2 a^ . . . )  -  haqiqiy qiymatli funksiya berilgan

3 F  n 
bo‘lib, hech bo‘lm aganda----------------, bunda У  or - = w , hosilalardan

° P u ^ . . . a n /=1
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birortasi noldan farqli bo‘lsin. Bu yerda p  °  u

deb olamiz.

F
d ku

dxan

=  0
d x f ]... d x an"

shakldagi tenglik и{х) = и{х1,хъ ...,хп), x e Q  noma’lum funksij 

nisbatan ю -tartib li xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi va i 
tenglikning chap tomoni esa, w -ta rtib li xususiy hosilali differensia 
operator deyiladi.

Q sohada aniqlangan u(x)  haqiqiy qiymatli funksiya va uning (1) 

tenglamada qatnashgan barcha xususiy hosilalari uzluksiz bo‘lib, bu 
tenglamani ayniyatga aylantirsa, u holda shu funksiyaga regulyar yechim 
deyiladi.

n
Agar F  funksiya P ^ . a ^  bunda \а\ = ' £ а ] = к, k  = 0

M
barcha o ‘zgaruvchilarga nisbatan chiziqli funksiya bo‘lsa, u holda (1) 
tenglamaga chiziqli tenglama deb ataladi. Agar F  funksiya p a^  a ,

n
bunda \a\ = £ a j  = m o'zgaruvchigagina nisbatan chiziqli bo‘lsa, u holda 

>1
(1) tenglamaga kvazichiziqli tenglama deb ataladi.

L u -  f { x )  chiziqli tenglama uning o ’ng tomonidagi f ( x )  

funksiyaning barcha x  e  Q  uchun nolga teng yoki aynan noldan farqli 
boiishligiga qarab bir jinsli yoki bir jinsli bo im ag an ^n g lam a deb ataladi.

Osongina ko‘rsatish mumkinki, agar u(x) va v(x) funksiyalar bir 

jinsli bo'lmagan L u = f ( x )  chiziqli tenglamaning yechimlari bo‘lsa, u 

holda ulaming ayirmasi w(x) =  m (x)-v(x) esa Lw = 0 bir jinsli 

tenglamaning yechimi bo‘ladi. Bundan tashqari. agar uk (x), k  = l,...,l 

funksiyalar bir jinsli tenglamaning yechimlari bo ‘lsa, u holda
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U = Z  ск ык(х )’ bunda ск -  haqiqiy o ‘zgarmaslar, ham shu tenglam aning
1

yechimi bo‘ladi.
2. Xususiy hosilali differensial teng lam alam ing  x a ra k te ris tik a s i 

haqida tushuncha. (1) tenglamaning tipi

I
8 F

(2)

\a\=m ® Pav..a, 

xarakteristik forma orqali aniqlanadi.

£  aa (x)D au = f ( x )
\a\<m

tenglama m -  tartibli xususiy hosilali ehiziqli differensial tenglam aning  

umumiy shakli, bunda a  = (a x,a 2,...,a„) - multiindeks, а ; > 0 ,  j  = h  n > 

bundan tashqari -  butun sonlar, \a\ = a x + a 2 +... + a„  m ultiindeks

moduli, Da и =
d x ^ . . . d x “”

bo‘lsin. Da  alm ashtirish  o rq a li (2)

tenglamaning Z  aa (x )£ a  simvolini hosil q ilam iz , bund
\a\<m

Z  formaga (2) ten g lam an in g  bosh

\av-m

simvoli yoki xarakteristik ko ’phadi deb ataladi. ^ ^
x  e  Q  tayinlangan nuqta bo'lsin. Noldan farqli £, =  Ф

vektor uchun Z  aa  ( x )£ a = 0 boMsa, u holda bu  v e k to r  xarak teristik
\a\=m

yo‘nalish deb ataladi. .
F (xh x2,...,xn) = 0 formula bi lan b e r i l g a n  g ipe rs irt u c h u n  har ir

nuqta xarakteristik yo ;nalishga ega bo‘lsa. ya 'n i 

F {x \,x2, . . . ,xn) = 0

Z  aa(*)
J“ H"

9  _  I =  0, g ra d F  *  0
Kd x n

(3)

l i



tenglamasidir, bunda grad F  =

bo‘lsa, u holda xarakteristik sirt deb ataladi. Bu xarakteristika

' d F  8F  d F ' 

д х 1’дх2 ," '’дхп у '

Ikkinchi tartibli kvazichiziqli (bareha yuqori tartibli hosilalarga 
nisbatan chiziqli) uzluksiz a j ( x )  koeffitsientli tenglamani qaraymiz: 

n n
Z  Y J^ i j ( x ) - — —  + 0 (x ,u ,gradu)= O .  (4)
/=1 y'=l d x i d x j

x  = {xb x 2,...,xn), n >  2 o ’zgaruvchili F (x)  funksiya C 1 sinfdan 

olingan bo‘lib, F ix )  = 0 sirtda grad F (x )  0 va
n nv v  ,  . S F  d F

;=17=1 d X j  O X j
(5)

bo'lsin. U holda F (x)  =  0 esa, -(4) kvazichiziqli differensial 

tenglamaning xarakteristik sirti deb, (5) tenglama esa xarakteristik
tenglamasi deb aytiladi. n  = 2  uchun xarakteristik sirti xarakteristik 
chiziq deb ataladi.

о и 2 a 
— — — a  Am
d t2

to‘lqin tarqalish tenglamasi uchun xarakteristik tenglama
2

♦

F  = 0 da
f d F f и

? v ' (  d F ^

. a r J - /=1 J * i )
= 0

shaklga egadir.

Uchi (x0,/0) nuqtada bo4gan xarakterislfic konus deb ataluvchi 

" 2( ^ - ^ o ) 2 - k - ^ o |2 = 0
sirt xarakteristik sirt bo'ladi.

issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun xarakteristik tenglama

" ( d F
F  = 0 da ~a zL

b A d x i )
= 0
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shaklga egadir. Uning xarakteristikalari osongina ko‘rinadiki, t  -  С 

tekisliklar oilasidan iborat bo‘ladi.
Aw =  /

Puasson tenglamasi uchun xarakteristik tenglama

F=0 da f e j  = ° 

shaklga egadir. Bundan F  = 0 da g rad  F  = 0 ekanligi kelib chiqadi,

bu esa mumkin em as.ya’ni xarakteristik sirtga ega emas.
3 Misollar. Endi xususiy hosilali differensial tenglamalammg 

tartibmi va uning ehiziqli differensial tenglama ekanligini aniqlashga doir

misollar keltiramiz:
1 -m isol. s\n(ux - u y ) - s i n u x cosuy + sm uy cosux - 0  tenglama

xususiy hosilali differensial tenglama boUadimi?

Yechish:
8F d ( sin(ux - u y ) ~  sin ux cos uy + sin uy cos ux ) _

~dux ~  d u x

= cos (ux - U y ) -  cos ux cos uy  -  sin и у  sin ux =
f =cosux <MSuy +sm U ySm ux - c o s u x cosuy - s ] n u y sm ux =0 .

Xuddi shunday, . ^ - 0  ekanligini ko'rsatish mumkin. F  funksiyadan
OUy

xususiy hosilalat bo 'yieha olingan hosilalar nolga teng ekan. Demak, 
berilgan tenglama xususiy hosilali differensial tenglama bo lmas ekan.

2-m isol. =0  tenglama xususiy hosilali

differensial tenglama bo‘ladimi?
Yechish: A w a l berilgan tenglamani soddalashtinb olaylik.

F = w 5 x + “ J y - ( Mx x - M>y) = u l c - u2y y - u2xx +

+2uxxuyy -  u2„, =  2UxxUyy. Endi esa, xususiy hosilalar bo‘yicha 

hosilalami hisoblaymiz:
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Demak, berilgan tenglama 2—tartibli xususiy hosilali differensial tenglama 
ekan.

2 2 33-m isol. cos + sin и^  + Aux - 2 uy  + u = 0 tenglamaning

tartibini aniqlang.
Yechish:

3 |c o s2 и x x  + sin2 и x x  + Au\ -  2uy + и j

d u xx

= -2  cos и x x  sin и x x  + 2 sin cos u^. = 0

5(cos2 Mxt +s'm2 и  x x  + 4  и]. - 2u ..+ u)
-------- ------------------------------- ------ - = 12m2 5*0

dux

Demak, berilgan tenglama 1-tartibli xususiy hosilali differensial tenglama 
ekan.

4 2 2  •
4-m isol. x  и xx + xuXy  + sin у  'tix — у  и = 0 tenglama xususiy

hosilali chiziqli differensial tenglama bo‘ladimi?
Yechish:

81 x 2Uxx + xuxy + sin у  ■ux ~ y 1u

bo’lgani uchun berilgan tenglama 2~tartiblidir. Hamda tenglama Lu = f  

ko‘rinishida bo‘lib, bu yerda
2 * 2  Lu  =  x"uxx + x u ^  +  sin_v • ux -  у  и

operator noma’lum funksiya va uning hosilalari £ xx, u^., ux , и

larga nisbatan chiziqlidir, chunki

L(au  + pv) = x2(au + ( iv )^  + x(au  + /?v)xy +



+ sin у  ■ (an + [3v)x -  у 2 (au + flv) =

= a x 2uxx + a x i i y  + a  sin у • ux -  a y 2 и + P x 2vxx +

+^vxy + /?sin у  ■ vx -  P y 2v = a L u  + /3Lv 

va tenglamaning o‘ng tomoni / ( x )  =  0 dir. Shuning uchun 2—tartibli

xususiy hosilali bir jinsli chiziqli differensial tenglama bo'ladi.
2 ^5-m isol. xitxx + (x + y)u^ ,  - 5 y - u x - y  u + sin(x + у )  -  0 tenglama

xususiy hosilali chiziqli differensial tenglama boladim i?
Yechish: Berilgan tenglama xususiy hosilali chiziqli differensial 

tenglama bo 'la olmaydi, chunki Lu = xux x + (x + y )u x y - 5 y - u x - y  и 

operator и^  ga nisbatan birinchi tartibli (chiziqli) emas.

6-m isol. xu^y  + y 2um - 5 y - u xy- \ n y - u x - y 2u +

+sin(x + j/) + .r2 = 0  tenglama xususiy hosilali chiziqli differensial 

tenglama bo‘ladimi?
Yechish: Berilgan tenglama xususiy hosilali bir jinsli bo‘lmagan 

chiziqli differensial tenglama bo‘ladi, chunki

Lu = x u ^  + y 2um  -  5>> • и у  -  In у  ■ ux -  у 2 и 

operator u ^ ,  uyyy, uxy, ux , и  larga nisbatan birinchi darajali

differensial ifoda va f ( x )  = -s in (.r  +  y )  -  x 2 *  0 .

7-m isof. Uxxy - tg y ■ иyy+ 1  у ■ - y - u x - y u  + xy  = 0 tenglama

xususiy hosilali chiziqli differensial tenglama bo‘ladimi?
Yechish: Berilgan tenglama xususiy hosilali chiziqli differensial 

tenglama bo‘la olmaydi, chunki

L u  = uxxy-tgy-Uyy + l y -  UxyUyy-y-ux - y u  

operator иxy, uyy larga nisbatan birinchi darajali differensial ifoda

emas. Ammo ushbu tenglama xususiy hosilali kvazichiziqli differensial 
tenglama bo‘ladi, chunki Lu = ищ, -  tgy -U yy+ ly  ■ u^.Uyy - y - u x - y u

operator yuqori tartibli hosila и^  ga nisbatan birinchi darajali

differensial ifoda bo'ladi.
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4. Xususiy hosilali differensial tenglamalaming klassifikatsiyasi

va ularning kanonik shakli.

Ta’rif. Agar har qanday |<f| *  0 uchun X  aa (xQ)±a Ф 0
\ a \ = m

•
(boshqacha qilib aytganda, uning haqiqiy xarakteristikasi yo  ~q) bo 'Isa, и 

holda

Z  aa (x )D a u = f ( x )
\a\<m

chiziqli tenglama x° nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. 
n-1 ^  .

Ta’rif. Agar Z ^ j * 0 b o ‘ladigan har qanday 1 uchun
7=1

^  aa (x ° ) =0 tenglama %п о ‘zgaruvchiga nisbatan m 
\a \= m

ta haqiqiy va har xil ildizlarga ega bo 'Isa, и holda

\a\<,m

chiziqli tenglama x° nuqtada xn o ‘qyo'nalishida giperbolik tipdagi 

tenglama deyiladi.

Ta 'rif. Agar x°  tayinlangan nuqta uchun shunday bir

о ‘zgaruvchilarning affin almashtirishini topish mumkin b o ‘lib, natijada, 

X  aa ( x ° ) £ a forma p, о ‘zgaruvchilarning faqatgina I -tasinigina, 
\a \= m

bunda 0 < l < n ,  saqlasa, и holda Z  aa (x)Da и = f { x )  tenglama x°
\ a \ < m

nuqtada parabolik maxsuslikka ega yoki parabolik tipdagi tenglama 

deyiladi.
Ikkinchi tartibli xususiy hosilali chiziqli tenglamani quyidagi shaklda 

yozish mumkin:

Z  V ;  +Z 6« W uXl +c(x)u + f ( x )  = 0 ,
./=1 /=1 j= 1

16



( ar = d jj ), bunda a, b, с, f  funksiyalar x - ( x x,x2,...,xn) 

o ‘zgaruvchiga bog‘liqdir. Yangi 4k erkli o‘zgaruvchilami

4k =Zk(x *«)> * = shakldakiritamiz. U holda

%  = 2 > & •"«*’ uxtxj = Z Z  u& , •« .* « ;/+ Z M& •(& )*,.*/
1 *=1 И Н  *=1

bunda « •* =  —  • Hosila uchun olingan ifodalami berilgan tenglamaga 
' dXj

qo‘ysak, quyidagini hosil qilamiz:

Z  Z % - m̂ +Z ^ ,% 4cw+ / = 0 j 
*=1 /=1 *=1

bunda
n n ^ n n

“k!=  Z  Z  W a P j i  ’ № ^ + Z  Z  aV • f e ) •
/=1 7=1 '=' ,=l M

Endi

t i ^ n y j
'=1 7=1

kvadratik formani qaraymiz. j  o ‘zgaruvchi ustida
n

У;= Z  a ikr!k 
k=1

chiziqli almashtirish bajarib,

Z Z ^ ( - ° ) «
A=l/=1

kvadratik formaga ega bo‘lamiz, bunda

S * ( * ° ) « Z Z aij(x  * a jl
/=17=1

bo‘ladi.
M a’lumki, chiziqli almashtirishni m os-tanlash yo‘li bilan kvadratik

—
formaning <ty(x°) matritsasini diagonalTsha^gaTya HI Z ^ ^ j *

»

17 • ^ 0  A  Ш .  . 1  A X B O R O T .R tS l'fiS

! T _ 0 МАЯКА7»



kanonik shaklga keltirish mumkin bo‘lib, bunda a h  i = l , n  

koeffitsientlar 1 ,-1 ,  0 qiymatlami qabul qiladi, bundan lashqari 

inertsiya qonuniga ko‘ra, musbat, manfiy va nolga teng koeffitsientlar 
soni kvadratik formani kanonik shaklga keltirishdagi * chiziqli 
almashtirishga nisbatan invariantdir.

Agar barcha n ta a koeffitsientlar bir xil ishorali bo‘lsa, u

holda tenglama x°  nuqtada elliptik tipdagi tenglama deb, agar n - 1 ta 
cti koeffitsientlar bir xil ishorali va bitta koeffitsient unga qarama-qarshi

ishorali bo‘lsa, u holda tenglama x° nuqtada giperbolik tipdagi (yoki 
normal giperbolik tipdagi) tenglama deb, agar a ,• koeffitsientlaming m 

tasi bir xil ishorali va n - m  tasi unga qaram a-qarshi ishorali 

(m  > 1, n - m >  1) bo‘lsa, u holda tenglama x°  nuqtada ultragiperbolik 

tipdagi tenglama deb, agar or, koeffitsientlaming hech bo‘lmaganda

bittasi nolga teng bo‘lsa, u holda tenglama x°  nuqtada parabolik tipdagi 

tenglama deb ataladi.
Kanonik formalar:

Аи + Ф = 0 (elliptik tip),
n

V ,  =  2 Х * , + Ф  (giperbolik tip),
i-2

m n

= Y ,  ихх  + ф  (W >1’ n - m > \ )  (ultragiperboliktip),
/=1 i= m + 1

n - m

Y  (±  ux x ) + Ф= 0 (m > 0) (parabolik tip>

0 ‘zgarmas koeffitsientli bo‘lgan holda 
n  n  n

Z  X a< / v ,  +l L b‘ux, +C"+ / = 0
/-1 7=1 '=1

tenglama uning aniqlanish sohasining barcha nuqtalari uchun bir vaqtda 
o‘zgaruvchilarni chiziqli almashtirish yordamida kanonik shaklga

keltiriladi. и  funksiya o‘m iga u = v - e A]X]+/‘'2X2+'"+Л"Хп tenglik
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yordamida v yangi funksiyani kiritib va Я,- o'zgarmaslarni tegishli

tanlash yordamida biz tenglamani yanada sodda shakldagi kanonik 

formaga keltirishimiz mumkin bo'ladi. 

n - 2  uchun

v44 +vn n + cv+ f i = 0 (elliPtik

v f t + c v  + f =0
yoki (giperbolik tip).

v#  ~ vnn +cv + f  = 0 .

v% +b2vn + / i  =  °  (parabolik tip).

5 . Ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy hosilali chiziqli 
differensial tenglamalarni kanonik shaklga keltirish. Quyidagi 

kvazichiziqli tenglamani qaraylik:

.3 2u
+ 2 В

d 2u
+ C

d2u

d x 2 f a f y  By
+ F

du du
Г’Т "  ox oy

= 0 (6)

bunda A ,B ,C  e C 2 (Q).

Bu differensial tenglama

1) Agar B2 -  A C  > 0 b o isa , u holda giperbolik tipga,

2) Agar B 2 - A C  = 0 bo‘Isa, u holda parabolik tipga.

3) Agar B2 -*AC<  0 bo‘Isa, u holda elliptik tipga tegishli bo'ladi. 

Ushbu
f  = f ( x ,y ) ,  Jj = rj{x,y) 

funksiyalar ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lib, 

bundan tashqari Q sohada yakobian noldan farqli, ya ni

Ш  dl  
щ ,п )  _ ^  Ф
D (x,y )  d]i д л  

dx dy

bo‘lsin. £ va 77 yangi o'zgaruvchilarga nisbatan tenglama quyidagi 

shaklda yoziladi:



д %2 д@г] ёг)‘

bunda

С { £ л )  = А

+ 2В Щ  + С
дх ду 

дг/ дт]

ду

Г й ? + 2 В г х = х + с
дх )

В({,Ч) = Л % &  + В  
дх дх

дх ду

д%дт}_ дЕ, дг/ 

дх ду ду дх

va

в 2 - а с = ( в 2 - а с

\  s  /
/  д  \ 2  

(2l  
д у)

+ с аЛ 8л
ду ду

\2
д £  дт/ д^дт] V

чдх ду dy dx J

£(*,>>) va rj(x,y) tunksiyalarni shunday tanlash mumkinki. 

bunda quyidagi shartlardan faqat biri bajariladi:

1) A = 0 ,  C  =  0; 2) A  = 0, 3  = 0; 3) A = C, 5  = 0.

1) В2 - Л С > 0  bo:lsin. /1 * 0  yoki C * 0  debolam iz. Masalan, /1 * 0 .

( d ^ 2 _ _ dcpdw „ 
+ 2 B —— —+ C

' d £ ?

l & y dx dy
=  0 (8)

tenglamani qaraylik. Bu tenglamani

dx I ) dy ox \  j  I dy

shaklda ham yozish mumkin. Bundan, esa

A b J B + t f r ^ v z - 0 ' (9)
dx \ I d y

а £ Р + 1 в - у1в 2 - а с ) ^ - = 0
дх \ I dy

(10)

tenglamalar hosil bo;ladi. (9) va (10) tenglamalami integrallash uchun 
ularga mos oddiy xarakteristik differensial tenglamalami tuzamiz.



dx dy d x ________ dy_

A  B  + ' ] b 2 - A c ’

y o k i ________  ______

A d y - { B  + ylB2 - A C ]jdx = 0 , A d y - ^ B - y ] B 2 - A C ^ d x  = 0 ,

yoki bitta tenglama ko‘rinishida

A(dy)2 -2 B d y d x  + C(dx)2 = 0

tenglama hosil bo‘ladi. Bundan, Д * 0 ’-Уо) *  0 bo lgani uchun 

(f\ (x, y )  = const, (p2 (x, y )  = const 

integrallar mavjudligi kelib chiqadi. (Haqiqatdan ham, o ’zgarmas 

koeffitsientli bo‘lgan holda

dy В + \l  B2 -  AC dy _ B - h 2 ~ A C  

dx A ’ dx A

v = - -x + Ch  y  = ------------------- x  + C2).
A A

£  =  ̂ (x , j ; ) ,  ^  =  deb o lam iz.U  holda (7) tenglamani 2 В ga

bo‘lib,

8 2 u
= F ,

ди du 

^ п ' и'д  4 ' д ч ,■дф11

tenglamani hosil qilamiz, yoki £  =  «  + /?, rj = a - { l  debolib,

^ . ^ 1  = 0  
d a 2  d p 2

tenglikga ega bo‘lamiz. Bu giperbolik tipdagi tenglamaning kanonik 

shaklidir.
2 ) b 2 - A C  = 0 bo‘lsin. А ф 0 deb olamiz. U holda (8) tenglama 

quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

A &  + B & - 0 . 
dx dy

Bu tenglamaning (p(x,y) = const umumiy yechimi yordamida

4 = (p(X,y )  deb olamiz va T] = T](x,y) sifatida esa, ikki marta uzluksiz
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differensiallanuvchi ixtiyoriy funksiyani * 0 shart (x0,_y0)

nuqta atrofida bajariladigan qilib olamiz. B2 - A C  = 0 shartdan va

+ = 0 tenglikdan B ^  + C —  = 0 tenglik kelib chiqadi.
ox dy dx dy

Shuning uchun В = A —  + B
dx dy J dx

B ^  + C-
dx dy

-  1

—  = 0 bo‘ladi.
dy

А ВЛ  + В д,>A = 0 tenglik ham o ‘rinli. С  koeffitsient esa. C = —
a  dx d y y

shaklga almashadi. bundan C * 0  ekanligi kelib chiqadi. (7) 
tenglamada С  Ф 0 ga bo‘lib,

d 2u

d n 2
= F-,

t, du du 

3 £  drj_

tenglamaga ega boiam iz. Bu parabolik tipdagi tenglamaning kanonik 
shaklidir.

3) B~ -  A C  < 0 bo‘lsin. A ,B ,C  koeffitsientlar x va у  ga bog‘liq 

analitik funksiyalar deb olamiz. U holda

А ^ +( в + 4 в ^ ) д- * =0
dx \ I dvdy

tenglama (x0,.y0) nuqta atrofida <p{x,y) = (p](x ,y )  + i<p2(x .y )  va shu

nuqta atrofida
d<p

dx
+

dcp

dy
* 0  bo‘lgan analitik yechimga ega bo‘ladi.

(Bunday analitik yechimning mavjudligi S.V. Kovalevskaya teoremasidan 
kelib chiqadi).

t  = 9\(x,y)> n  = <Pi(x,y)

deb olamiz. *  0 ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. Endi
d(x ,y)

/  д  \ 2  d(p

dx j
+ 2 B — —  + C

f  д n2 o(p
dx dy dy j  

ayniyatning haqiqiy va mavhum qismlarini ajratib,
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'д_1 '2 
\ д х у

+ 2 В —  —  + С
дх dy

2
= A f

к dx J

ekanligini, ya’ni А = С  va

A - 2— L + B
дх дх

+ 2В — — +С  
дх ду

ду дудх ду ду д х J

ekanligini, y a ’ni 5  = 0 tengliklarni hosil qilamiz.

At} + 1 В Щ  + C tj ( в 2 -  AC < O)

kvadratik formaning aniqlanganligiga ko‘ra, faqat va faqat shu holdaki, 
agar

dx dy dx dy 

bo‘lsa, u holda A = C  nolga aylanadi. Lekin, biz (p(x,y) yechimni bir 

vaqtda bu tenglikni qanoatlantirmaydigan qilib tanlaganrniz.

Shunday qilib, A ga bo‘lib,

d2u d2u _  (
—т + — т = ^
B42 Sri1

„ du du 
d$ dr7

tenglikga ega boiam iz. Bu elliptik tipdagi tenglamaning kanonik shaklidir.
♦ 6. 0 ‘zgarmas koeffitsientli ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli 

xususiy hosilali chiziqli differensial tenglamalarni kanonik shaklga 
keltirishga doirlnisollar.

1 -m isol. и^  + 2Uy -  З и ^  +  2ux + 6uy  = 0 tenglamani kanonik 

ko‘rinishga keltiring.

Yechish: A = 1, 5  =  1, C  =  - 3 , A = 5 2 -Л С  = 1 +  3 = 4 > 0  bo‘lgani 

uchun, yuqoridagi tenglama giperbolik tipdagi tenglama bo‘ladi. Endi esa, 
uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz va uni yechamiz:

{ d y f  -2 d yd x -3 {d x )2 = 0 , у  - 2 y ' - 3  = 0 , y ' =, 2 + V4 + 12
= 1±2 ,

y ' = 3, y ' = - \  y  = 3 x -C \,  y  = - x  + C2, Cx = 3 x - y ,  C2 = x + y .  

C , , C 2 o ‘zgarm aslam im osravishda q  larbilanalm ashtiram iz:
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g  = 3 x - y  

J l = x  + y  .

U fimksiyani murakkab ftmksiya deb qarab, birinchi va ikkinchi tartibli 

xususiy hosilalarni hisoblab, tenglaniaga qo‘yamiz:
u x = u g -% x  + u r j -rix = 3 u g + u rt,  u y  + u r]-Tiy  — u 4  + u n ,

u xx  =  u g ' f e  ) 2 +  2 u t;n ' ^ x ' TJ x + u n n  ’ f e  )  +

+ u4  ■gxx + u n -r]xx =  9 u &  +  в и 4п  +  и п ч ’

UV  = ы я -4 г - 4 ,  + « й  \ 4 , n ,  + 4 , - Ч х У ^ щ - ъ - п ,  +

+ « £  ■ Ьху + и т,:г1 ху =  ~ Ъи&  +  1 и &  +  и п п  ’ 

uy y - u & ’( t y )  + 2 u ^ ' ^ y ' rf y + U r j ' l ' { TJy )  +

+И£ ■ 4 у у + и т1 - Ъ у  =  "  2“ f r  +  “ w  ■

Bu yerda shuni ta’kidlab o ‘tamizki, agar rj lar x , j  laming 

chiziqli funksiyalari bo 'lsa, u holda =

^  = 0 , nXJ = 0 , tjyy = 0  bo'ladi, hamda birinchi va ikkinchi tartibli

hosilalar quyidagi formulalarga o'xshab ketadi.

и — Ugg • (£x f  + ' Vx + unn ' ’' 0 _ d 

W  x + s v r,x

\2

a t  "  " J  { a s ' i y * s q ' Vy
u =

\ 2 * 2A  v  , a  ' '2

^  d?]
Endi top ilgan  ifodalam i мя  + 2мл7 - З м ^  +  2мх + 6иу =  0 teng lam aga olib

borib qo ‘yamiz:

9 u% + 6 и#, + + 2 • (-Зий  + 2м^ + ) "  3 • (« g  "  2м̂  + “o t ) +

+2-^3m̂  +  к>7) +  6 - ( -И £ + и,7) =  0 ,
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ya’ni 1 6 ^ + H = 0 - Bundan и ^ + 1 « , =  0 tenglamaga ega bo‘lamiz.

Ushbu tenglama berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi bo‘ladi.

2-misol. и xx + 2uxy + ̂ uyy + 2ux -  Ъи.у =  0 tenglamani kanonik

ko'rinishga keltiring.

Yechish: A = l, B = 1, С = 5, A = B ' - A C  = 1—5 = —4<0 
bo‘lgani uchun, yuqoridagi tenglama elliptik tipdagi tenglama bo’ladi. 
Endi esa. uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz va uni yechamiz:

u'2 - 2 / + 5  = 0 , y  = ̂ E g , ] + a ,
У  -  *  2

y  =  ( l + 2 / ) j c - C ,  х - _ у  +  2 дг/ =  С .

(5=x ■" у
B u y e rd a  Г  almashtirishni bajaramiz. Shungako;ra,

тi — 2x

ux =U£+ 2uv . Uy = + 4m^ + 4mw  ,

их у = - и% - 2% ’ * y y = u g  

hosil bo‘ladi. Topilgan ifodalami tenglamaga olib borib q o ‘yam iz: 

u% + 4 + % j + 2  ( - « ^  -  2ufy) + Su% +

+ 2 ( м | + 2 и?/) - 3 ( - и ^ ]  =  0 ,

ya’ni 4«g  +4«„f/ +5ц  + \  =0 . Bundan u #  +ищ  +U}J= 0  

tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu tenglama berilgan tenglamaning kanonik
ko‘rinishibo‘ladi.

Endi esa ushbu elliptik tenglamani sodda kanonik shaklga keltiraylik, 
ya’ni tenglamadagi birinchi tartibli hosilalarni yo‘qotamiz. Buning uchun 

u(^ri)  = A^Tl)-e''C~U,] almashtirish bajaramiz va birinchi va ikkinchi 

tartibli xususiy hosilalarni hisoblab, tenglamaga qo‘yamiz:

ur , ( . e + V • -  V  + v ■ ,

u,( =»g  .e**m + x k 4 *m +vr ^ +m =

=*g - ^ +w +2v{ ,1e & H + v X W + n ,
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Urjrj -  vtjt] ■ • f ie V + m  +  Vf]. f j e ^ M  +

+v ■ f e * ™  = vm  ■ <К+т  +  2v, • / * * +>«* +  v • , A ^  , 

v #  ■ + vw  • +  (2A +  ̂  + •

+(2// + l)v7 • + я 2 + /^2 + + / Л  v • = о .

5 1
Agar A - - - ,  f i  - - — deb tanlasa, oxirgi tenglama quyidagi sodda

о 2
kanonik shaklga keladi:

v* + vo t - S v = 0 -

3-m isol. + AUy + 4Uyy + 2ux -  3uy  = 0 tenglamani sodda

kanonik ko‘rinishga keltiring.

Yechish: A = I, 5  =  2, C  = 4 , A =  5 2 - Л С  =  4 - 1 - 4  =  0 bo‘lgani 

uchun, yuqoridagi tenglama parabolik tipdagi tenglama bo‘ladi. Endi esa, 
uning xarakteristik tenglamasini tuzamiz va uni yechamiz:

.'2 л  t . » л , 4  +  V16--16у  - 4 У + 4 - 0 ,  y  = = 2 ,

y  = 2 x - C ,  C  = 2 x - y .

Endi esa £  = 2x - y  deb, 77 ni shunday tanlashimiz kerakki,
Vx Лу

* 0

shart bajarilishi kerak. Buning uchun rj = x  deb tanlash yetarli, chunki

&  £ 2 -1 

1 0
= 1 * 0  bo‘ladi.

x

V x V y

Demak,

'4 = 2x - y  

r/ = x

almashtirishni bajaramiz. Shunga ko‘ra, ux = 2 u ^ + u n ,

UXX = +  ищ , Uxy =  - 2 -  U gjj, Uyy = U g

Topilgan ifodalarni tenglamaga olib borib qo‘yamiz:
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4 u g  +  4 +  i i j j j j  +  4 ( - 2 u %  - U f r )  +  4 +  2 ( 2 + u T]) ~  3{ - u ^ )  =  0 ,

ya’ni +7м^ + 2ип = 0  tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu tenglama

berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi bo'ladi.
Endi esa ushbu parabolik tipdagi tenglamani sodda kanonik shaklga

va yuqoridagi misoldagi kabi birinchi va ikkinchi tartibli xususiy 
hosilalami hisoblab, tenglamaga qo'yamiz:

Agar A = - ,  / /  =  -1  deb tanlasak, oxirgi tenglama quyidagi sodda

kanonik shaklga keladi: vrJn + 7v^ = 0.

7. 0 ‘zgaruvchi koeffitsientli ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli 
chiziqli differensial tenglamalami kanonik shaklga keltirishga doir 
misollar.

1-m isol. y 2uxx + 2xyuxy +  x 1uyy + 2 xux + 4m = 0 tenglamani 

kanonik ko'rinishga keltiring.

Yechish: A  = y 2, B = x y ,  C = x 2 , A = x:ly 2 - x 2y 2 = 0 bo‘lgani 

uchun yuqoridagi tenglama koordinata boshidan boshqa barcha joyda 
parabolik tipdagi tenglama bo'ladi. Endi esa xarakteristik tenglamasini 
tuzamiz va uni yechamiz:

keltiraylik. Buning uchun u(^,rj) = v(^,T])-e/4+f"1 almashtirish bajaramiz

v

+(2/j  + 2)v, • + ( / ?  + 7/1 +  2 //)  • v • = 0 .

y 2y '2 - 2xyy' + x 2 = 0 ,  у  =
2xy  ± -J4x2y 2 - 4 x 2y 2 _  x

2 у 2 У

U holda

almashtirish bajaramiz. Shunga ko'ra,
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их -  Ix u t +ип , иу = -2 уи4 , и „  J 4х 2и% +  4х и ^  +  ищ  +  2 ,

иху = -* х у и &  -  l y u f r , Uyy =  4y 2u g  -  2 ^  .

Bu topilgan ifodalamini tenglamaga olib borib qo‘yamiz:

y 2 (4x~ug  + 4xu/pjj + ищ  + 2 u ,) + 2xy(-Axyug  -  2 y u ^ ) +
0

+ * 2 (4 y 2u g  - 2 u ^  + 2x (2xu£ + ) +  4u =  0.

Natijada

y \ r ,  + 2(x2 + / ) « £  + 2д:м7 +4m = 0,

yoki

(^ 2 - t ) ur)T) + 2f a 2 - ^ + 2 ? ] u n +4u = 0 

tenglamaga ega bo‘lamiz. Bundan esa,

, 2 ( V - ? )  2 ,  4

//2 4  “# % 2 - ^ % 2 - £ И °
tenglama hosil bo’ladi. Ushbu tenglama berilgan tenglamaning kanonik 
ko*rinishi bo'ladi.

2-m isol. yu x x +uyy=0 tenglamani kanonik ko‘rinishga f 
keltiring.

Yechish: Bu tenglama T rikomi tenglamasi deb ataladi va unda 
A = y , B  = 0 , C =  l ,  A = - y .

Agar

1) у  < 0 bo‘lsa berilgan tenglama giperbolil^tipda,

2) >> = 0 bo 'lsa berilgan tenglama parabolik tipda,

3) у  > 0 bo‘lsa berilgan tenglama elliptik tipda bo‘ ladi.

Trikomi tenglamasi gaz dinamikasi uchun muhim bo‘lib, giperbolik 
sohada bu tenglama tovush tezligidan yuqori harakatga mos va elliptik 
sohada esa, bu tenglama tovush tezligigacha bo‘lgan harakatga mos keladi.

1) y < 0  bo'lsin. U holda xarakteristik tenglama quyidagicha 
bo; ladi:

yy '2 +1 = 0 , y P y - y '± \  = 0 , J ^ y - d y ± d x  = 0 .
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Bundan esa,

=  +X = C2 

bo‘ladi. U holda quyidagicha almashtirish bajaramiz:

2 1 
t  = x  + - ( - y )2

2 3-  

П = х - - ( г У ) 2 •

Shunga ko'ra,
I I

ux =Uf+Urj, и у =  - ( - у )2 Uf + ( - у ) 2 un , Uxx= u% + 2 Uft + ищ ,

1
uyy

Ч - У
U f - ( - y )2 - (~ y )2U tf+ (-y )2u

1

2 7 ^
un +

Ч -У )2 ~ (-y )2Ufy + ( - y ) 2u.

Bu topilgan ifodalami tenglamaga olib borib qo‘yamiz: 

y(u44+ 2uin  +ипп) + - ~ =  (u4 - u n ) + y (-u %  + u ^ ) ~

- y ( - u ^ + u nn) = 0 ,

4}т-п + 2^ 7’ "  V  = 0 ’ + ^  ~ = 0 5

1

tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu tenglama berilgan tenglamaning kanonik 
ko‘rinishi bo‘ladi.

2) _y = 0 bo‘lsin. U holda xarakteristik tenglama quyidagicha

bo‘ladi: (dx)" = 0 .  c& = 0 . Bundan esa,

x  = C
bo'ladi. Shuning uchun
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. ’̂ =х 
rj = y  J

almashtirish bajaramiz va _y = 0 bo'lgani uchun tiyy -  0

tenglamaga ega bo‘lamiz. *
3) y >  0 bo‘lsin. U holda xarakteristik tenglama quyidagicha

bo'ladi:

y(dy)2 +(dx)2 = 0 ,  ( J y d y f  - ( i d x f  =0, ^ d y ± i d x  =  0 . 

Bundan esa,
3

- y l ± i X  =  C
3

bo'ladi. U holda quyidagicha almashtirish bajaramiz :

,  2 |
* шъу
T ] = X  .

Shunga ko‘ra,
I

u x  =  u r j , U y = y 2 U f ,  и XX ~  ЫГ]Г} ■

1
Uyy и^+У

1
2 Гу

up+yutp.

Bu topilgan ifodalamini tenglamaga olib borib qo‘yamiz. Natijada

2
yoki и щ  +  u %  +  =  0  *h am d a *  =  з  ■̂ 2 ekan lig ldan

ит +ив +-Цие = °

kanonik shakldagi tenglamaga ega bo‘lamiz.
8. Ko‘p o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli chiziqli differensial 

tenglamalami kanonik shaklga keltirish. Bizga ushbu
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п п д 2и

± £ ° ^ £ k +f y (x)i +c{x)u=f(x) i= ij=i ° ‘ j  '=i '
ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama b en lganbo  lsin. В 
tenglamani kanonik shakiga keltirish masaiasmi qaraybk. B e r g  
tenglamani har bir tayinlangan * = nuqtada maxsus bo lmagan

% = Br x ,  bunda x =

*1
x2

shakiga keltirish т и т И п .” в и  yerda В -  shunday matritsaki, X = BM

chiziqli almashtirish ± ± ц Ь , Щ  fonnani kanonik
i=U=l

ko‘rinishgakeltiradi. mrli
Har qanday kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltirishm g

usullari mavjud, masalan shunday usullardan biri to ‘la kvadrat ajratis 

u „  + 2 m x j i- 2 u „ + 2 u„  + 6 «n  = 0  tenglamani kanonik

ko‘rinishga keltiring. . . v5, uni
Yechish: Berilgan tenglamaga mos kvadratik tormam tuzam •

kanonik sfcaklga keltiramiz: 2

A * + 2 1 1 * 2 - 2 ^ + 2 ^ +6J32 = (li +J2 - W 2+ *2 + 2 ^  + 5Аз '

4 = + Я2 -  Яз Уг + + h  f  + 4^1 = A  + A  + My■
Berilgan tenglama elliptik tipda ekanligi ko‘rinib turibdi, bu yerda

f t  =  \  +  h . ~
■ fl2 = x 2 +Д3

Мз =

Bundan esa quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:

chiziqli almashtirish yordamida kanonik
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1
_ 2 ^ 3

Bu almashtirishning

B =

1

1 -1 1

0 1
1

2

0 0
1

2

matritsasini hosil qilamiz va uni transponirlaymiz. U holda

BT =

J y

1 0 0

- 1  1 0

1 - i  i
2 2 )

bo'ladi. Endi quyidagicha almashtirish bajaramiz: 

^  = B7 X , bunda X  =

X

ya’ni
f \ r f•

( t i ) 1 0 0
\

X X

= - 1 l 0 У
- - x  +  y

[ & J 1
l 1 1

Х - - У  +  -
\ 2 2 , 2

yoki
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f l = x

1 1
^3 = x ~ 2 ^ + 2 Z'

Berilgan almashtirish chiziqli ekanligini hisobga olib,
1 1

UX = %  - %  + 4 *  uy = % ~ 2 % ’ U* = 2 U* ’

uxx = » Z A  ~ 2 % ь  + 2 4 ь  ~ 2 % &  + u t &  + U S &  ’

1 3 1
uxy = u4& ~ 2 UZ& + 2 UZ& ~ 2 Û  ’

1
иу у = % Ь - % 4 з + 4 М̂ з ’

1 1 1
Ux z  =  — U e p ----- Up p  + — U

1
2 '  2  2 

tengliklarga ega bo‘lamiz. Bu topilgan ifodalarni tenglamaga olib borib 

qo‘yamiz:

Н а - 2% ь  +2u$& ~ 2% Ь  +ut e  +% b  +

H A U2Z = 4 « ^ 3

1 3 1
+2 пЦ г — иЦъ - u ^ 2 + - u ^ , - - u ^ - 2

(\ 1 1

+2

2 Ŵ 3 "  2 US& + 2 Û 3

1

+

+ 6 ' - H ; t  = 0 .4  ьз£з
N '

Natijada + u ^  + « ^  = 0  tenglamaga eg ab o ‘lamiz. Ushbu tenglama

berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi bo‘ladi.
2-m isol. 4wja.-4 M ^ -2 M ^ + M >,+Mz = 0  tenglamani kanonik

ko'rinishga keltiring.
Yechish: Berilgan tenglamaga mos kvadratik formani tuzamiz va uni 

kanonik shaklga keltiramiz:

4/lj2 — 4/lj/̂ 2 — 2<^2^3 = (2 Aj — Л2) — Л2 — 2 ^ ^ 3  =

= (2A1 - ^ ) 2 - ( A 2 + J3)2 + / /3 

Berilgan tenglama giperbolik tipda ekanligi ko‘rinib turibdi, bu yerda
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H\ = 2 \ - h  

^ 2 - ^ 1  + ^

Bundan esa quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:
1 1 1

^ = - М]+-М 2 --М з

h i =M2

Bu 
holda

almashtirishning В matritsani tuzamiz va uni transponirlaymiz. U

B =

(\_ 1  _ i
2 2 2
0 1 - 1

0 0 1

BT =

1 ^1  о 0
2

1  1 0
2

- I  -1 1
2

T  9 *
bo‘ladi. Endi quyidagicha almashtirish bajaramiz: £  =  В X , ya’ni

' 1 0 Oj

' * 0
2
1

2

f x \

£2 = 1 0 У

1
- 1  1

u ,

Г 2 У

x

2
xr y

1— x - y  + z

yoki

И 
& - § + /

| з  — I x - y  +  г.

Berilgan almashtirish chiziqli ekanligini hisobga olib,
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и* = \ %  + \ % ~ \ иЬ '  иУ ~ иЬ  ” " f i ’ и* ~ иЬ '

1 1 1 1 1 J
и*х = 4 и4& + 2 и& г ~ 2 Û  ~ 2 иЬ Ь  + 4 М̂ 2 4 ^ 3’

«V  = \ % ь - \ ч $ г  + \ Ut A  +\ Ut e ’ и* =иМ з ~ иЫ

tengliklarga ega bo‘lamiz va topilgan ifodalarai
4uxt - A u ^ y -  l u ^  +uy +uz =0

tenglamaga olib borib qo‘yamiz. U holda

4(, +4&-4(, -2us& +"«>+“«. ' 2“«> +2"«='
- 4 *  + 4 “« ,  - 2“йй - Ч й  + 2 “« ,  + “& - " f .  + "f> = 0 -

Bundan esa,

tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu tenglama berilgan tenglamaning kanonik

ko‘rinishi bo‘ladi.
3-m isol. Uyy -«хг +ux + uy - и г =  0 tenglamani kanonik ko‘rinishga

keltiring.
Yechish: Berilgan tenglamaga mos kvadratik formani tuzamiz va uni 

kanonik shakiga keltiramiz:
K (A) -- AjX2

kvadratik foynani kanonik ko'rinishga keltirish uchun

\= П \

' ^ l = rl \ - rl2 
Лд =rj3

almashtirish bajaramiz va quyidagi kvadratik formaga ega bo‘lamiz:

K x{ r i )= r i  - т Ц - щ щ - т щ -

Ushbu kvadratik formani kanonik shakiga keltiramiz:

(  1 f
K X(T1) = T]\ - T } \ - Ш  - tj2t]3 \ - П 2 - W fc -
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1 Г72 -
~ 4  -

1

Berilgan tenglama parabolik tipda ekanligi ko ‘rinib tifribdi, bu yerda

1
Mi = щ - - ъ

1
Mi -  Vi +

va / / 3  o ‘zgaruvchini shunday tanlaymizki, hosil bo‘lgan matritsaning 

determinanti noldan farqli bo‘lsin, masalan, / / 3  =  Щ ■ U holda quyidagi 

almashtirishga ega bo‘lamiz:
1

и \ = т - - ъ

l
Mi ~ rl2 + - Th  

Мз=Пз

Bundan esa quyidagi tengliklarga ega boMamiz:

\  =  Ц \  +  H i

h . = Mi ~ Mi + Mi 

h  =  Мъ
Bu almashtirishning В matritsasini tuzamiz va uni transponirlaymiz. U 

holda

♦

n 1 O' У  i oN
B = 1 -1 1 Br = l -l 0

0V 0 1 ,/ [о 1 1/
• • T  .

bo‘ladi. Endi quyidagicha almashtirish bajaramiz: £  =  #  X , y a ' n i

( V ( \  1 0N/  \ X /  \  x + y

#2 = 1 - 1  0 У = 1H

0 1 1\  / z\  / [ y  + z j

yoki
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' 4 i  = x  + y  

h  = X - y

£3 = y  + z  ■
Berilgan almashtirish chiziqli ekanligini hisobga olib,

ux = %  + % >  uy = %  + %  ’ uz = % ’

uxy= H &  + % {3 +«£& ~ % f 2 +ub t 3 =

= %4i + US& ~  U4 A  + ’ u*z = +
tengliklarga ega bo‘lamiz va topilgan ifodalami tenglamaga olib borib 
qo‘yamiz:

US& + ч &  + % Ъ  ~ Ч Ь  +

+M£  +M6 . + 4  +u& - 4 = 0 '
Bundan esa,

" K , - “ « 1 + 2 “ 4  = 0

tenglamaga ega bo‘lamiz. Ushbu tenglama berilgan tenglamaning kanonik 
ko‘rinishi bo‘ladi.

G  с  R" sohada
n n

X  X a' j + ф (х,U,gradu) = 0, x e G
1=1 jm1 •

tenglamani Д х )  = ||а. (x ) ||* 0 , x e G  haqiqiy simmetrik matritsa bo ‘lgan 

holda qaraymiz. Ixtiyoriy x° e G  nuqtada A (x“) matritsaning

<=i j=1

kvadratik formasini у  = Brj, у  e R " ,  r j e R n, В  = B (x°) maxsusmas 

almashtirish yordamida 77 vektor koordinatalari kvadratlarining algebraik 

yig‘indisini ifoda qiluvchi kanonik ko‘rinishga keltirish mumkin. Shu 

bilan birga, n+ = n+(x°) orqali 1 ga teng koeffitsientlar sonini, n_ = n_(x°) 

orqali -1  ga teng koeffitsientlar sonini, n(1 = «„(x0) orqali 0 ga teng 

koeffitsientlar sonini, ya’ni qatnashmayotgan koeffitsientlar sonini 
belgilasak, u holda n++ n_+ n0 = n  bo'ladi. Inertsiya qonuniga ko‘ra, bu
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п+, п , п0 sonlar y  = Bj] maxsus bo‘lmagan almashtirishning tanlanishiga 

bog‘liq bo‘lmaydi.

t b  J ( X ) u x,x ,  ■+ Ф (х ’м’gradu) =* 0 , x e G
«=1 7=1

tenglama uchun x° e  G nuqtada:
-  agar «„=(), n+= n  yoki л0 = 0 ,  n _= n  bo‘lsa, u holda bu

tenglama elliptik tipdagi tenglamaga tegishli;
-  agar n0 = 0 ,  n+ = n - 1, =1 yoki na = 0 , =1 n_ = n - 1 bo‘lsa,

u holda bu tenglama giperbolik tipdagi tenglamaga tegishli;
- a g a r  nQ = 0 ,  K n +< n - \ ,  \ < n _ < n - \  bo'lsa, u holda bu

tenglama ultragiperbolik tipdagi tenglamaga tegishli;
-  agar и0 > 0  bo‘lsa, u holda bu tenglama parabolik tipdagi

tenglamaga tegishli bo'ladi.
Agar G , c G  bo‘lgan to‘plamning har bir x ° e G ,  nuqtasida

^  (X)UIX/ + ф (х, и, gradu) = 0 tenglama:
1=1 J=l

-  elliptik tipdagi tenglamaga tegishli bo ‘ Isa, и holda bu tenglama G,

to‘plamda elliptik tipdagi tenglamaga tegishli; ♦
-  giperbolik tipdagi tenglamaga tegishli bo‘lsa, u holda bu tenglama 

G. to‘plamda giperbolik tipdagi tenglamaga tegishli;

-  parabolik tipdagi tenglamaga tegishli bo‘lsa, u holda bu tenglama 
G, to ‘plamda parabolik tipdagi tenglamaga tegishli deb aytiladi.

4 = B‘x, x e R " ,  4 e R K almashtirisjf berilgan tenglamani x° e G

nuqtada kanonik ko‘rinishga keltiradi.
Bunday almashtirishni berilgan tenglamaning A (x  ) matritsasining

xos vektorlari yordamida bazis qurish va bu bazisda A (x  ) matritsani 

diagonal shaklga keltirish va tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirish 

mumkin bo‘ladi. Bu usul bilan 3-misoldagi
Uxy- U* +UX+ U y - U ! = b

tenglamaning tipini aniqlaymiz va uni kanonik ko‘rinishga keltiramiz. 
Berilgan tenglamaning A (x ,y ,z )  matritsasining ко rinishi
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A (x ,y ,z )  = A =

о '  -Г >
2 2

- 0 0
2

- - 0  0
2

shakiga ega bo‘ladi. A matritsaning xos sonlarini topamiz:

det (Л -  a E )  = -A J + — A = -A
n

a - - =  0 .

Bundan A, = 0 , ekanlig’ кеИЬ chiqadi va shun8a

ko‘ra, berilgan tenglama (A, = 0) parabolik tipda bo‘ladi.

A matritsaning xos vektorlarini topamiz:

a) A, = 0  bo‘lsin. Bu holda

0 i -i

2

2 2 \
X

0 0 У - 0

A
0 0

yoki

\_

2

— V - —z =  0, —x =  0, - —x  = 0,
2 2  2 2

ya’ni x =  0, y  = z .  Shunga ko‘ra, A, = 0 xos songa mos vektor 

\  = (0 ,1 , l ) 7 bo‘ladi;

b) A, =  4 *  bo‘lsin. Bu holda
V2
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ya 'n i У = ^ х ,  Z7=—^ x - Shungako‘ra, ^  = -j=  xossongam os

vektor It, - i J___L
' Л '  4 2

1

bo‘ladi;

v) L  = — r= bo‘lsin. Bu holda
V2



ya’ni y  = — ]=x, z = - \ = x .  Shunga ko 'ra, A, = — xos songa mos 
V2 V2 v 2

vektor

Ushbu 1 —  - ± чг 
’ V 5 '  V I J

, *3 =

vektorlardan tuzilgan bazisni qaraymiz.
Nuqtaning yangi bazisdagi koordinatalari (£ , 77, < )̂ bo‘lsin. IJ

holda

t = y + z

" = х + ^ у - Ж  

1 1 
(  = X- T 2 y + ^ Z

va /1 matritsa bu bazisda

0 0 

1
0

0 

0

0 0 ~
s .

diagonal shaklga keltiriladi. Bu ( £ , 77, ^ )  o'zgaruvchilarga nisbatan 

kvadratik forma

0"f2+7r ?,"7Jf!
shaklga keltiriladi. Bu ( £ , 77, О  o‘zgaruvchilarda berilgan tenglamani

yozamiz. Yangi o ‘zgaruvchilarga nisbatan berilgan tengliklarga ko‘ra,
1 1  1 1

« ,= « „ + « < . uy =u4 +-j=un - - j= u , ,  Uz = U f--j= U n +-j=U( ,
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1 1  1 1
и ху и (п  +  и { (  +  ^  и пп ^2 “ «■’ “ «  “ “ f t  +  Л и щ  +  Л W’c

xususiy hosilalarni topamiz. Bundan, o ‘xshash hadlarni keltirib,

n / X ,  -  & u a  +  (1 + V 2)M,  +  (1 -  Л ) и с = 0

yo‘ki,

1+ V2 1 - V 2

tenglamaga ega bolamiz.
9. Chiziqli bo‘lmagan xususiy hosilali differensial tenglamani 

uning berilgan yechimi bo‘ylab sinflarga ajratish. Bizga ushbu

F
d ku

, = 0  (1 1 )
дхр...дх% "

shakldagi u(x) = u (x i ,x2,...,xn), x e Q  noma’lum funksiyaga nisbatan 

m -tartib li xususiy hosilali differensial tenglama berilgan bo’lsin.
Chiziqli bo'lm agan m -  tartibli xususiy hosilali (11) differensial 

tenglamani ham

* (* ...&)= I  f
\ a \= m °  Р щ ~ а „

xarakteristik forma orqali sinflarga ajratiladi. Lekin, xarakteristik 
fonnaning koeffitsientlari bu holda x e  Q  nuqtadan tashqari izlanayotgan 

yechim va uning xususiy hosilalariga ham bog‘liq bo‘ladi. Bu holda 
m -ta rtib li xususiy hosilali differensial tenglamani berilgan yechim 
uchungina sinflarga ajratiladi.

1-m isol. Quyidagi tenglamani berilgan yechim bo‘ylab tipini 

aniqlang: и^  + (Uja - 2 ) u x y - u 2y y = 0 ,  u = x 2 + y 2 .

Yechish: Bu tenglamaga mos,

kvadratik formani qaraylik. Berilgan yechim uchun,

K  = ̂ 2uxx + м ^ )Л | + (ux x - 2 ) \ X 2 - 2 u yy^2 ,  

ux x = 2, ux y = 0, Uyy= 2
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2 2 ■  ̂ekanliginni hisobga olsa, К  = 4Я^ - 4 bo‘ladi. Agar Я] = - £ ,  ^  = - 7 7

almashtirish bajarsa, K  = %2 - r f 2 formaga ega bo‘lamiz. Demak, berilgan 

tenglama uning berilgan yechimi bo‘ylab giperbolik tipdagi tenglama 
bo‘ladi.

2-m isol. Quyidagi tenglamani berilgan yechim bo'ylab tipini 

aniqlang: u2x x +(uxx- 2 ) u xy, + u1yy+4uy y +4 = Q, u = 2xy.

Yechish: Bu tenglamaga mos,

К  =  (2UXX +  u x y ) ^ \  +  ( « х с  “ 2 ) /1 ,^ 2  +  ( 2 U yy  +  4)Л% 

va ux x =Q, Mw ” 2 , u w  =  0  ekanligini hisobga olsak, u holda

К  = 2Л)2 -  2 Л1 Я2 +  4 Л | = 2 + 3,5 Л% bo'ladi. Agar

/ 1 / 2
= -y = ^  + ^ — /7 , ^2 = ^ - 7  almashtirish bajarsak, K  = ^ 2 +rj2

formaga ega bo‘lamiz. Demak, berilgan tenglama uning berilgan yechimi 
bo‘ylab elliptik tipdagi tenglama bo'ladi.

3-misol. Quyidagi tenglamani berilgan yechim bo‘ylab tipini 

aniqlang: + u^.uy, + u 2y y - 4 u yy = 0 ,  u = 2 y 2 .

Yechish: Bu tenglamaga mos,

К  = Л2 +  Uyy^Xz + (Uy + 2 -  4)A% 

va и^  = 0, uxy = 0 , Uyy = 4  ekanligini hisobga olsak, u holda

К  = Л2 + 4Л1Л2 + 4Л2 =(Л1+2Л2 )~ bo'ladi. Agar Л[ = ^ - 2 г ] ,  Л^ = rj

almashtirish bajarsak, K  = % formaga ega bo'lam iz. Demak, berilgan 

tenglama uning berilgan yechimi bo'ylab parabolik tipdagi tenglama 
bo'ladi.

4-misol. Quyidagi tenglamani berilgan u (x ,y ) yechim bo 'y lab tipini

• 2 2 2 2 У2 1aniqlang: ux x - 4 u x v + uv v = 0 ,  u = ( x + y ) , u = x ,  u = x  + —  + — x y .
y yy 4 16
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2 л 7 2 i L - ?  
Yechish: Bu tenglamaga mos, F  = ux x - 4 u xy '+uyy,

u u xx

_ _4 5 ^  =  2m , bo‘lgani uchun xarakteristik ko‘phad

duxy ’

x = i L ^ + - ^ - а д > + = 2 « „ Л2 -  « 1 * + 2 V * 2 '
Зи„ , s a „

ko‘rinishda bo Uadi. Shunga ko‘ra,

1) agar u = (x + y ) 2 bo‘lsa, u holda ux x =2, u^, = 0 , w ^ = 2

ekanligini hisobga olsak, u holda К  = 4Л,2 -  4 ^ 2  + 4 bo‘ladi, bunda 

Л =  4, S  =  -2 ,  С  = 4 va В 2 - Л С  = 4 - 1 6  =  -1 2  < 0  ekanligidan 

tenglamaning berilgan m = ( x +  >-)2 yechimi bo‘ylab tipi elliptik tipdagi 

tenglama bo‘ladi.
2) agar u —x  bo‘lsa, u holda м„  = 0 , =  0, m^, =  0 ekanligini 

hisobga olsak, u holda К = - 4 ^  bo‘ladi, bunda Л = 0, Я =  -2 ,  С  = 0 

va f i 2 -  AC -  4 >  0 ekanligidan tenglamaning berilgan м =  x  yechimi 

bo‘ylab tipi giperbolik tipdagi tenglama bo iad i.
2 17 17

3) agar u = x 2 + ~  + ~ x y  bo4lsa, u holda ux x = 2 ,  uXJ = — ,

и =  -  ekanligini hisobga olsak, u holda К  = 4A2 -  4 a ^  + Л | bo'ladi,
w  2

bunda Л = 4, B  = -2 ,  C  =  1 va В2 - Л С  =  4 - 4  =  0 ekanligidan

tenglamaning berilgan U =  x2 УССЫ™  Ь0‘У‘аЬ ЙР‘ Parab° lik

tipdagi tenglama bo‘ladi.
5-misol. Quyidagi haqiqiy o ‘zgaruvchili M onja-Amper

tenglamasini berilgan u (x ,y )  yechimi bo‘ylab tipini aniqlang.

Mxx-uy y - u2x y = 0 ■
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2  иг
Yechish: Bu tenglamaga mos, F  = uxx-uy y - u xy, Uyy>

dF
----- = и

XX

Uxx bo‘lgani uchun xarakteristik ko ‘phad

K =  dF dF  , ,  BF - 2 uv ^ + u„ 4

ko'rinisMda bo'ladi. u (x ,y )  funksiya uxx- u „ - u 1xf = 0 tenglamamng 

yechimi bo‘lsm. U holda A = u „ , B  = -u w , C  = u „  bo‘lgani uchun 

в 2 -  A C  = uly -  Ux x  • U y y  = 0 bo‘ladi. Shuning uchun bu tenglamaning 

ixtiyoriy u ( x , y ) yechimi bo‘ylab tipi parabolik tipdagi tenglama bo‘ladi.

10. Xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasining tipini 
aniqlash. Bizga щ, u2, ..., u N noma’lum funksiyalar qatnashgan har bin 

m -  tartibli quyidagi N  ta xususiy hosilalali differensial tenglamalar

Ushbu tenglamalar sistemasining tipini aniqlash uchun uning xarakteristik 
formasini tuzamiz. Buning uchun bizga quyidagi kvadratik matritsalar

sistemasi berilgan bo‘lsin:

zarur bo‘ladi:
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r 5F, dFx / a ^ /  ]

dp\i2. j n

dF2

dPixi2.Jn

dF2

"  dPr, 1  

8F2

\ h  -in d p \ ‘2 - 'n дР \г  A "  * { U

dFN 8Fn

M b - i * Ф / ,  i2.Je *iU j

Z ' * = w  ■ 
k=1

Bu matritsalardan foydalanib, A„ haqiqiy skalyar parametrlarga

nisbatan ushbu Nm  - ta r tib li  xarakteristik formani tuzamiz:
f  Л

K ( A 1,A 2 , . . . , A tl) = d e t  X
J'1=w

Yuqoridagi sistemaning tipini aniqlash ushbu xarakteristik formaning 
shakliga qarab, m -  tartibli bitta tenglama qaralgani singari tiplarga 

bo‘linadi.

1 -m isol.
2ux -  4vx + 3иy + 8v  ̂-  и = О 

3ux -  2vx + 6иy +  3vy + 2м =  О
tenglamalar sistemasi ning

f
tipini aniqlang.

n
Yechish: Avvalambor, biz ^ ik = m  matritsalami

f1 2  n

2
tuzamiz. Bizning misolda Nr=2,n=2, V ; *  = 1 ,  Mj = m , m2 = v boMgani 

uchun j matrilsalar quyidagicha bo‘ladi:
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Л о -

A i  -

dFx'

dw* dvx

5F2 dF2

duxx 8vX у

f m d F A

duy dvy

dF2 dF2

K ^ y d v y j

2 -4 ^

3 -2
, bu yerda i, = 1, i2 =  0 ,

"3 8^ 

6 3 ,
, bu yerda i, = 0 ,  i2 =  1.

Endi esa, К ( Л , , ^ 2 , . . . , Л п )  =  d e t

xarakteristik ko'phadni tuzamiz:

у A u.j A
Ii1=m

'2 -4>

'oc \
2 ) =  det

4 ,3  - 2 ,
Я, +

[б  3 ,
Я2

/

=  det
2  Я] +  3^2 - 4Я] + 8 Я2  

ЗЯ]+6л2 — 2Л\+ЗАоу
= -4 Я 2 + 9 Я | + 12Я2 - 48Я | =

= 8Я12 - 3 9 Я | •

В2 - A C  = 02 - S -  (-3 9 ) = 312 > 0 . Demak, berilgan tenglamalar sistemasi 

tekislikning hamma nuqtalarida giperbolik tipda bo‘ladi. 

ux + uy + vy  + vz - x y u  = 0
2-m isol.

— и у - V y + u .  + 2u  =  0
tenglamalar sistemasining

tipini aniqlang.
П

Yechish: Avvalambor, biz An  j  , '^Tik = m  matritsalami
k=\

3
tuzamiz. Bizning misolda N=2, n=3, « i = m, m2 = v  boMgani

*=l
uchun 4 , ,  ( matritsalar quyidagicha bo'ladi:
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^ 1 0 0  =

Л ю  -

Ло1 -

Щ dF A
dux dvx

6F2 dF2

8ux dvxx /

9F, dF]

duy dvy

8F2 dF2

duy b y ,

mu
\

duz dvz

5F2 8F2

l> r 8vz /

'1 0Ч 
О 1

, bu yerda i,  = 1 , /2 = 0 ,  /3 =  0 ,

1 п  
-1 -1

, b u  y erd a  /j =  0 , /2 =  1, /3 =  О,

0 1
1 О

, bu yerda i, =  0 , i2 =  0 , /3  = 1 .

Endi esa / З Д , / l2 , . . . , A „ )  =  dct
! “ W

xarakteristik ko‘phadni tuzamiz:
К(Л,,А2 ,Яз) =

'fd f i ag_' 
avx 

af2 aF2
45mx 5vxy

= det

dF\} ( 8Fy d F , '
\

♦
•

dv du. dvzУ A? +
Z A3 =

8F2
i .

8F2 dF2 J

t o y , y8uz to z ) У

0 1\  \

vl Oy ,

= det = A,2 -A 22 +  A22 - A }2 =A12 - A 32 .

W> U  l -
Aj + A2 <̂2 + /3 

-^2 + A3 -  Л2
Xarakteristik formaning K(A[,A2,A$) = A f  -A 3  kanonik shaklida 

ikkinchi koeffitsient nolga tengdir. Shunga ko 'ra, berilgan tenglamalar 
sistemasi fazoning ham m a nuqtalarida parabolik tipda bo‘ladi.
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3-misol.
ux + u y + V y - u  = 0 

vx - 2 u y - V y + x u  = Q
tenglamalar sistemasining tipini

aniqlang.
n

Yechish: Avvalambor, biz Z ‘k = m  matritsalami
к=1

tuzamiz. Bizning misolda N=2, n=2, £ / * = 1 ,  Mi = M> w2 = v  bo‘lgani
A=l

uchun Aj: i matritsalar quyidagicha bo'ladi:1 2'" n
cF{ Щ

( \  04 

0 1
A t n  —

4)1 -

, bu yerda =  1, i2 = 0 ,

1 Г  

-2  -1
, bu yerda i] =  0 ,  /2 =  1.

Endi esa
I

xarakteristik ko‘phadni tuzamiz:

A'(Ai,^2 ) =  det 

= det

1 0

w °  К
\

- 2  - 1

= Я12 - Я 22 + 2 Я |= Я 12 + Л |.Я, + ^2  ^2 

—2^2 Я] -  ̂ 2

Xarakteristik formaning А'(Я|,Я2) = Я2 +Я^ kanonik shaklida ikkala 

koeffitsient ham birga tengdir. Shunga ko‘ra, berilgan tenglamalar 
sistemasi tekislikning ham m a nuqtalarida elliptik tipda boMadi.
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Agar berilgan tenglama yoki sistemadagi erkli o‘zgaruvchilar 
z k ~ x k + ‘Ук’ k  = \2 , . . . ,n  kompleks o‘zgaruvchilar bo‘lsa, u holda 
hosilalarni

a  _  1

dzk ~  2

_ a _ _ ._ a _  

fob fyk

f  a  . a
------ h / ----

a ^
A - i
dzk ~  2

deb tushunib, berilgan tenglama yoki sistemani unga teng kuchli bo ‘lgan 

tenglama yoki sistemaga keltiramiz. D a C n sohaning har bir z e D  
nuqtasida f  = u  + iv  funksiya haqiqiy analiz m a’nosida 

differensiallanuvchi, ya’ni

differensial mavjud bo‘lsin. U holda

5 /  , d f d f

& 1 ' Щ  ‘ dzn 
differensial ham mavjud bo‘ladi. ya’ni

dz„

k=1 dzi

J L - t J L
dxk a ^ У

dzk + — dz,
OZu

Bu yerda

J L = i
2

belgilashlar kiritilgan.
Shuningdek,

a = Z  Т Г ^ к ’ ^ = Z  ^ ^ к ’ d - d  + d 
k=1 *=i

belgilashlami ham kiritsak, u holda z e C "  nuqtada f  = u + iv  funksiya R

-  differensiallanuvchi (haqiqiy analiz m a’nosida) bo'lib, uning С  -  
differensiallanuvchi bo‘lishligi uchun

о
* = i ^
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Koshi-Riman shartining bajarilishi zarur va yetarli bo'ladi. Koshi-Rim an 
sharti n ta

8zk 2

kompleks tenglamalar sistemasiga yoki 2n ta 
du dv du dv

k  = l,...,n
d x k  t y k  ’ дУк &  к 

haqiqiy tenglamalar sistemasiga ekvivalent bo'ladi, bunda 
w =  R e / ,  v =  Im/ .  Bu tenglamalar sistemasi ikkita noma’lum 

funksiyaga nisbatan 2n  ta tenglamani saqlaydi. Shuning uchun n > \  
bo 'lgan ko 'p  o'lcham li kompleks analiz bir o’lchamli kompleks analizdan 
farq qiladi.

Agar f  = u + iv funksiya z e C n nuqtaning qandaydir atrofida С  -  

differensiallanuvchi bo'Isa, u holda bu /  =  u + iv  funksiya z  e  C n nuqtada 

golomorf funksiya deb ataladi. Ochiq to 'plam da С  -
differensiallanuvchi bo'lishlik va golom orf funksiya bo'lishlik 

tushunchalari ustm a-ust tushadi. Agar f  = u + iv  funksiya z e C n nuqtada 

golomorf tunksiya bo'lsa, u holda /  = u —iv funksiya bu nuqta atrofida К

-  differensiallanuvchi bo 'lib, bar bir к -1 ,2 , . . . ,n  uchun

d f  i f  d f  _ . d / N '  - - x
dzк dzk

=  0
Кдхк fyk  )

tengliklar o 'rinii bo'ladi. Bunday /  = u - i v  funksiya bu z e C n nuqtada 

antigolomorffunksiya  deb ataladi.

f  = u + iv  funksiya z e C n nuqtada golom orf funksiya bo'lsin. U

holda bu ftmksiyaning и = - ( /  + / )  haqiqiy qismi shu z e C n nuqta
2

л  J

atrofida hosilaga ega bo'ladi. Golomorf funksiyaning
dzk 2 dzk

xususiy hosilasi ham golom orf funksiya ekanligidan har bir k  = l,2,...,n  

va har bir m  = \,2,...,n  uchun
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82u 8 ' 8u

8zk8zm dzm , 8zk
= 0

tengliklar o ‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklaming haqiqiy va mavhum qismlarini 

ajratsak, u holda

a 8
8zm 8zk

d 2

8x„8xk\  m дУтдУку

i
+ -  

4 дутдхк dxmdyk
= 0 ,

tenglik o 4rinli bo‘lib, n2 ta ikkinchi tartibli

d 2u

8xmdxk
- + ■

8 2u
= 0,

82u 8 и
■ = 0

8ym8yk ”  8утдхк 8xmdyk

xususiy hosilali differensial tenglamalarga ajraladi. Agar 8 va 8 
operatorlardan foydalansak, u holda har bir k  = \,2,...,n  va har bir

m =  l,2,...,w  uchun

d 2u 8 ( du

8zk8zm dzm [dzk

88u = 0

=  0

tengliklarni bitta

shart bilan yozish mumkin.

D c C "  sohada C 2 sinfga tegishli bo4gan и funksiya har bir z e D  

nuqtada 88u = 0 shartni qanoatlantirsa, u holda bu и fiinksiya D  sohada 
plyurigarmonikfunksiya  deb ataladi.

u e C 2(D)  funksiya D  sohada plyurigarmonik funksiya bo‘lishligi

uchun uning ixtiyoriy jz  = z°+£y<^j kompleks ̂ h iz iqdag i qisqartmasi,

ya’ni h ( Q  = u(z° + coQ  funksiyaning e  С : z°  + aC, £  d J  ochiq

to‘plamda garmonik funksiya bo‘lishligi zarur vayetarli bo'ladi.

Agar u e C 2(D ) funksiyaning ixtiyoriy ikki o ‘lchamli

jz  =  z ° + <  +  ̂ }  kompleks tekislikka qisqartmasi garmonik funksiya

bo‘lsa, u holda w -  chiziqli funksiya bo‘ladi.
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D c C n sohada golomorf bo 'lgan /  = u + iv ftmksiyaning и haqiqiy 

va v mavhum qismlari shu sohada plyurigarmonik funksiya bo'ladi. Bu 
tasdiqning teskarisi umuman olganda, lokal holda o 'rin li bo'ladi, ya’ni 

(Х° У )  e  R ln nuqtaning U  atrofida plyurigarmonik bo 'lgan ixtiyoriy и 

funksiya uchun haqiqiy (yoki mavhum) qismi и funksiya bo 'lgan va 

z° = x °  +iy° nuqtada golomorf bo 'lgan f  = u + iv funksiya mavjud.

Harbi r  m = к ,  к  =  1,2,...,и uchun

d2u d2u

дх\
+• ■ =  0

tengliklami qo'shib,

d 2u d 2u

dx2
=  0

Laplas tenglamasiga ega bo'lam iz. Shunga ko 'ra, n >  1 uchun 1R2” 
fazodagi plyurigarmonik funksiyalar sinfi garmonik funksiyalar sinfming 

qismini tashkil etadi.

D c z C n sohaning har bir z  e  D  nuqtasida

d f
l U J ^ o .......
f a dz-, oz„

-Q

tenglam tlar sistemasi o'rinli bo 'lsin, y a ’ni

d f _ 1 > +■ = 0 , .. d f 1 Ж .
Щ ' " 2 A d y \ ) dz„ '~ 2 [dxn d y j

=  0

tenglamalar sistemasi o 'rinli bo 'lsin. U holda 
du dv _ q  + du_
ox, dyl ' dxx dy{ ’ dxn 

tenglamalar sistemasi o 'rinli bo'ladi. Bu sistemaning 2n -  tartibli 
xarakteristik formasini tuzamiz.

Buning uchun bizga quyidagi kvadratik matritsalar zarur bo'ladi:
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1 Ю . . . О О  -

'1 0 . . .  0 (Л ^0 -1 ..1 0 o'

0 1 . . .  0 0 1 0 . . . p 0

» л>1...00 -
0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 ... 0 0 0 0 ... 0 0

/ \ /

4 )0 ... 10 -

' 0 0 . .  0 0 ^ "0 0 . . .  0 o '

0 0 . .  0 0 0 0 . . .  0 0

> 4)0...01 -

0 0 . .1 0 0 0 . . . 0 - 1

0 0 .. 0 1 0 0 . . .  1 0

\ /

Bu matritsalardan foydalanib, haqiqiy skalyar

parametrlarga nisbatan ushbu I n  -  tartibli xarakteristik formani tuzamiz:

К (Я 1,Л 2, . . . ,А 2п- 1 , ^2„ ) =

=  d e t

v h

f Я, - ^2  ... 0 0 

Л2 ... 0 0 J

= det

0 0  - ^ 2  n

0 0 ... /̂ 2n /12„-1

- ( а 2 + а 22)-...-(л |„_ 1 + а |„ ) .
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Bu yerdan, ko ‘rinadiki, K oshi-R im an tenglamalari sistemasi n  =  1 uchun 

M2 fazoda elliptik tipga tegishli va n > 1 uchun R 2” fazoda elliptik tipda 
bo‘lmagan tenglamalar sistemasini tashkil etadi.

fz{z\ f zxz-
4-misol. Kompleks o ‘zgaruvchili

fz.z, fz-,z-,

tenglamasini n = 2  bo‘lgan 
z \= x x+iy\, z 2 = x2 +iy2 ,

2 1 •'*2*2 
holda qaraymiz.

= 0 M onja-Am per 

Bu yerda

dz dxi dyy

<L=±
dz-, 2

J L - i X
dx2 dy2 j

К
dzy

У - Л
dz, 2

dx\ dy\

dx2 dy2

d2f  = 1 
dzjdz, 4

d2f  1 
dz\dz2 4

a2/_ + d2/

d2/ l
* oz]cz2 4

дх,3х2 dy\dy2 

Qlf  . + . d2f

d2f  1 

3z2dz2 4

\

+ /

r d2f  d2f  

dx2 + dy2 ,

d2f d2f

dx,dx2 ду\ду1;
- i d2f e2/

дх\ду2 дх2дуу

tengliklar o ‘rinli boMadi. Shuning uchun M onja-A m per tenglamasi

_1_
16

Z l  + l L l
Эх2 8y2

' a2/  | a2/
dx2 3y2

о \2
S2f  , a /

дххдх2 dy]3y2
a2/d2f

 ̂дххду2 dx2dy\ j
=  0

yoki
F  =  (u + /v) (w +  /vW 2 +  («  +  " 0 ^  -(u  +  Z v ) ^  +

+(« + " О а д  • («  +  nOjy* +  (« +  »v) • (и + / v ) ^  -

- ( ( и  +  iv ) ^ ,  f - 2 - ( u  +  zv)V 2  • («  +  /V) - ((«  +  iv ) y {y 2 f  -
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2 2 
- ( ( «  +  М ы ) + 2 • (м + iv)X[}>2 ■ (и + |у)а д - ( ( «  + f v ) ^ ) =  О

kompleks tenglama ko'rinishida bo'ladi. Bu tenglamaning haqiqiy va 
mavhum qismlarini ajratsak, u holda

и ' u.y v -v . +  U y*1*1 *2*2 *1*1 *2* 2 *1*1 У2У2 *1*1 У Ф
+

+M XA KWi + M'JW "Л Л  ЛЛ ЛУ2
+

) +  (v . ) "  2 ' ' иу л  +  2 ■ V = ' “

"Кл f + Кл Г - Кй f + (vw> f +
+2 ■ “а д  ' - 2 ■  • »а д  - (иа д  ) +  (»з д ) = О,

7/ -V +  V -U  +  U • V*,*1 *2*2 *1*1 *2*2 *1*1 У2У2

I2

+ V*1*1 иУгУг +

+ U Y  r  -V,.. ,  + V Y v -uv v  + M V v -Vv v + V v v  -*2* 2 У1У1 *2* 2 У\У\ У\У\ У2У2  У\У\ У2У2

- 2 u r r vYr - 2  ur r  -vvv - 2 - v VT •u v v  - 2 u v v vv v  -  *1* 2 *1* 2 *1* 2 У\Уг *1* 2 У1У2 У1У2 У1У2

- 2 u r v „ +  2 • u r ,, • vr ,, + 2 • vr  v • мг -  2ur v vr  v = 0  *1̂ 2 Х\Уг Х\У2 *2>1 Х\У2 *2̂ 1 *2>1 *2̂ 1
haqiqiy tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bu tenglamalar sistemasiga
mos bo 'lgan 4 -  tartibli xarakteristik formani tuzamiz. Avvalambor, biz

n
Ajj j ,  Y ‘k = m  matritsalami tuzamiz. Bizning misolda N  = 2 , n = 4,

' 2 " *=» 1

Z ,'*= 2> U \= u ,u 2 =v  bo‘lgani uchun At 
k=1

matritsalar quyidagicha bo'ladi: 
dFt dF, \

Wi'4

*2000
ux2x2 + u y 2y 2

V  V* 2 * 2  +  VW *

V*2*2 УУ2У2 

M*2*2 +  и УгУ2 )

.̂ *1*1 ^ * 1 * 1 ;
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дЯ д к

ди

ад

А  юо -

8F,

Х\У\

8F2

8v
Х\У\

8F2

0

О

ди
Х\У\

8v
*\У\

4 о ю  -

4ooi -

диг Y
х \х 2 Ь х л

8F2 8F2

8иг 8vr vХ\Х2 x l x 2

я \ 8F\

ди dvrХ\У2 x,y2

8F2 8F2

4 )2 0 0  “

4 ш о  -

4)101 -

4 )0 2 0  “

2 и ххх2 2 и У\У2

~2\ х2 _ 2ул л

' ~ 2 и х ,у2 + 2 “ х2Уг

~ 2 v x\y2 +  2 ух2У]

и х2х2 + и у 2у 2 

KVx2x2 +ГУ2У2

2*4V2 _  2иУ\х2

Ъ Х\У2 ~ Ъ У\Х2

' - 2 иХхХ2 - 2иухуг 

~2vX\X2 ~ 2vy\}’2

V »  +мл л  

+vm

о

о

2 ^ х\х2 + Ъ У1У2 '  

~ 2 \ х 2 ~  2 и у \у2 J

Ъ Х\У2 Ъ Х2У\ 

~ 2 и х\Уг +  2Ых2 У1 )

% х2 ХУгУ2 

их2х2 + и у 2у 2 )

2vx,y2 + 2vy,x2 }

2 и Х \у2 2 и  У\Х2

2v*i*a+2vw a ^

- 2 и х\х2 ~  2 и У\У2 )

V*l*l УЛЛ

*V i +ит
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4)011 “

dF d F \ )

Vrx 2 .

dF2

^Чад, » V 2

dF,

Г0 0  ̂

0 0

4)002 -
+  V U r v + M ,а д  ЛЯ “а д  "дд

д и УгУ>. ^ У гУ г  J

Endi esa, K ( ^ , ^ 2 , ^ t ^ )  = d e t

xarakteristik ko‘phadni tuzamiz. Shunga ko‘ra, 

К. (Л, , ̂ 2 , Я3 , Д4  )  =  det

V>1-2

= det
ur r + u v v 

X2X 2 У2У2

Vv v + v .

+

+

а д

чИ=2

uv i  +иу л  r

~ 1иУЛ 2vrv +2vvv x\x2 У1У2

- 2yy,y, “ Ч *  -2 а лЛ

+  2u«Л
+ 2Vy. vx2 Д -2иа д  +2uXM

ад + иУ\У\ ” уад ” улл

ад +vm мад +ил л ,

+

(Лц̂ З + Л2Л4 ) +  

( Л ^ 4  “  ^ 2 - ^ 3  )  +

(/i32

ko‘rinishda bo‘ladi. Berilgan tenglamalar sistemasining u(xx, y x,x2, y 2) ,

v{xx, y x,x 2,y 2)  xususiy yechimi m a’lum bo‘lsa, u holda bu sistemani shu

yechim bo‘ylab, tiplarga ajratish mumkin bo‘ladi.
Xususiy hosilali yuqori tartibli tenglamalar va sistemalami 

klassifikatsiyalash bo‘yicha asosiy natijalar I.G. Petrovskiyga tegishli.
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Xususiy hosilali tenglamalar nazariyasi uchun klassifikatsiyalash 
katta ahamiyatga ega, chunki tenglamaning u yoki boshqa tipga tegishli 
bo'lishligi bu tenglama yechimining ko‘pgina xossalari haqida gapirish va 
bu tenglama uchun chegaraviy masalani qo‘yishda muhim bo'ladi.

T a’kidlash kerakki, xususiy hosilali yuqori tartibli tenglamalar va 
sistemalami klassifikatsiyalashda uchta muhim: elliptik, giperbolik va 
parabolik tiplar ajratiladi. Shu bilan birga, xususiy hosilali yuqori tartibli 
tenglamalar va sistemalaming ko 'p  qismi bu uchta tiplarning hech biriga 
tegishli bo'lm aydi. Masalan, gidrodinamika sistemalari bunga misol bo 'la  

oladi.
Hozirgi davrda ham, klassifikatsiyalash davom etmoqda. Masalan, 

gipoelliptik tenglamalami o 'rganish xarakteristik tenglama ildizlarining 
xossalari bilan emas, balki, shu tenglama yechimining xossalari bilan, 
aynan, uning silliqligi bilan xarakterlanadi1.

Yuqorida aytilganidek, agar har qanday \<%\ * 0  uchun

(boshqacha qilib aytganda. uning haqiqiy
\a\=m

xarakteristikasi yo 'q ) bo'lsa, u holda ]T  aa (x )D a u =  f ( x )  chiziqli
|or|<m

tenglama x°  nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. Agar Q sohaning 

har bir x ° e Q  nuqtasida tenglama elliptik tipda bo 'lsa , u holda bu 
tenglama sohada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. Agar elliptik tipdagi 
tenglamaning koeffitsientlari haqiqiy qiymatli funksiyalar bo'lsa, u holda 
m tenglama tartibi m = 2l ju ft sondan iborat ekanligi algebraik 
teoremalardan natija sifatida kelib chiqadi.

n-1
Shuningdek, agar *  0 bo'ladigan har qanday

j =l

uchun Y  =Q tenglama gn o'zgaruvchiga
\a\=m

nisbatan faqat haqiqiy ildizlarga ega bo 'lsa, u holda

1 B u haq ida Х ёрмандер Л. Л инейны е дифференциальны е операторы  с частными 
производны ми. М.: Мир, 1965. 380 стр ., kitobi orqali tanishish mumkin.

59



£  aa (x )D a u = / ( * )  c h i z i q l i  tenglama x° nuqtada *„ o‘q yo'nalishida 

la|<m

giperbolik tipdagi tenglama deyiladi. Agar X *  0  bo Ы ' 8аП ^  

qanday Ы И  - b u n  1 ^ ^ ' = °  tenglama &
|сг|=1И

o'zgaruvehiga nisbatan m ta  haqiqiy va har xil i l te la rg a  ega bo 'lsa , »
holda bu X  ^ W D %  =  / W  chiziqli tenglama дг nuqtada x„ o q  

lal^m .

yo'nalishida qa’tiy giperbolik tipdagi tenglama yoki I.G. Petrovsk.y

bo‘yicha giperbolik tipdagi tenglama deyiladi. Agar * 0

bo‘ladigan har qanday f t .....4 - 1  uchun I  = 0
°  |а|=/и

tenglamaning ft, o 'zgaruvehiga nisbatan m ta  haqiqiy M izlan

orasida karralilari bo 'lsa, u holda bu I  » „ W 0 “W «  chizl4h
|a|<m

tenglama x° nuqtada *„ o 'q  yo 'nalishida sust giperbolik t.pdagi tenglama

deyiladi. .
Agar П  sohaning har bir *° е й  nuqtasida tenglama giperbolik

tipda bo 'lsa, u  holda bu tenglama П  sohada giperbolik tipdagi tenglama

dey‘l“CQ Petrovskiy tomonidan, m  -  tartibli tenglamalaming yana bir 
muhim sinfi ajratilgan bo'Ub, Petrovskiy bo 'yieha parabohk tipdagi

t e n g l ^ a n o m i g a j g ^ h d a „( *)  fonksiyadan olmgan 

nafaqat m  -  tartibli hosilalari, balki hosilalarining kiehik tartibU hadlari 

ham hisobga olinadi. Ushbu
X  aa (x ) Da u =  f { x )

\ a \ < m

chiziqli tenglamani



H - m ,

k o ‘rinishida yozam iz, bunda x „ = f ,  *  (

deb belgilaym iz. 

p  _  bu tun  m usbat son b o ‘lsin. Ushbu

|a'|+pan=m

. , . u л „ V  n (x \D a< D?nu = f i x )  tenglam a uchun x k o ‘rinishidagi ко  phadga 2 ^ a a \x )U x u t u  j y
ja|<m

nuqtadagi ,  zichlik bilan umumlashgan xarakteristik forma  deb aytiladi.

Agar qandaydir , uchun v a  |#f « a n  ixtiyoriy
j =1

haqiqiy ^ , = (4 v > ^ l )  uchun

X  « „ ( * ) ( # / < £ "  = 0
\ a ' \ + p a „ = m

ko ‘rinishidagi tenglam aning f i, o ‘zgaruvchiga nisbatan bare

ildizlarining haqiqiy qismi

R e ^ '  • u u
b m d a  S = c o n s t>  0 b o ’lgan  holda tengsizlikni qanoatlanttrsa, u  holda

£  aa (x )D $ D ? " u  = f ( x )  tenglam a x  =  (x1,...,x„_1, 0  nuqta a 

\a\<m • . . .

w , l . l  Г . Ш 1 Л  « * —  “  “ “
Petrovskiy bo ‘y icha  parabolik tipdagi tenglam a deyiladi.

Petrovskry bo-yicha parabolik  ttpdagi tenglam aga eng sodda m tsol

(uni parabolik  tipdagi tenglam a deb ham  ataydrlar) stfattda

du _  у  d и _  q

issiqlik o ‘tkazuvchanlik tenglam asini keltirish m um kin.
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H aqiqatdan ham , p  = 2 zichlik  bilan um um lashgan xarakteristik 

form a
n-i

7=1

ko ‘rin ishga ega bo ‘ladi. Shuningdek,

I  aa { x M ' ) a' = 0
|a'|+/ja„=m

tenglam a esa,
И- l  T

7=1
и-1

ko ‘rinishga ega b o 'lib , | f |  = Z < / = 1  bo ‘ladi§an  « ^ y o n y  Ьа^ У
7 = 1

=  uchun o ‘zgaruvchiga nisbatan yagona

И -1

=  - ] T  = - 1  ild izga ega bo‘ladi.

7 = ‘

X ususiy hosilali yuqori tartibli sistem alarni klassifikatsiyalash ham 
m atritsaviy differensial operatorning bosh qism ini ajratish yo li b ilan 

am alga oshiriladi.

n -  o ‘lcham li R n Evklid fazosidagi Q  c f  sohada N  nom a’lumli

N  ta

S  (12)7-1 И * ,  PX!

chiziqli xususiy hosilali differensial tenglam alar sistem asi berilgan b o ‘lsin,

bunda u = (uh u2 ,...,uN ) nom a’lum  vektor-funksiya, a” (x)  va  f , ( x )

berilgan funksiyalar boMib, bu ftinksiyalar Q c i ? "  sohada aniqlangan va

uzluksizdir.

Ta’rif. Agar x° e Q  nuqtada (yoki Q  <zRn sohada) |£ |* 0  b o lg a n

har qanday  £  = ..... 4 ) vektorlar uchun
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d e t

\a\-n,

determinant noldanfarqli ЪоЪа, и holda (12)  sistema *° e D  nuqtada 

(yoki Q с Rn sohada) I.G. Petrovskiy ma'rosidagi elliptik sistema

deyiladi2.
Bu ta’rifga ko ‘ra,

d u d v  
_________ —

dx\ d x 2

cu _ d v  
-f" ’

d x 2 cfctj

K osh i-R im an  sistemasi elliptik sistem a b o ia d i, chunki |<,| *  0 bo lgan har

qanday £  =  ( £ ,& )  vektorlar uchun
4i - S i

I.G. Petrovskiy m a’nosidagi elliptik  sistem aning ta ’rifiga k o 'ra , 

um um iyroq bo 'lgan , A . Duglis va L. N irenbergga tegishli ta ’n f  ham

m avjud3. . . .  , t j
U shbu I.G. Petrovskiy m a’nosidagi elliptik sistem aning ta rrnda

' ln {x ,D )  . . .  1\n (x ’D )

L(x,D)=*
(13)

J m (x ,D )  . . .  In n (x ’D \  

m atritsaning har bir ustunidagi d ifferensial operatorlar tartiblarm m g 

m aksim al tartibi r>j sonni aniqlash  kerak bo 'lad i. B u yerda / , / * ,  )

d ifferensial operatorlar D  - dx\ a*
differensial am alining

o 'zgaruvch i koeffitsientli polinom idan iborat, ya’ni h a r  bir uj f  j  

nom a’lum  funksiya uchun

2 B u haq id a  П е ^ ^ Й - Г . ,  Об - л — ти
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п:  =  m ax d e g /,• Лх,П), j  =  l - , N  ✓
J 1 <i<N J

sonni aniqlaym iz, bunda deg  sim voli orqali bu yerdagi operatorlar 

hosilalarining eng katta  tartibi belgilangan. Bu belgilashga ko ‘ra, /,• j ( x ,D )

differensial operatom ing rij tartibli bosh  qism ini /,■ y(x , D)  orqali

belgilasak, u holda
0, agar deglij ( x ,D )< r i j  bo'Isa,

£  a fj(x )D a , agar deg //y (x ,D ) =  rij bo'lsa  (14)

N =»j
b o ‘ladi. Shunday qilib , L(x, D)  m atritsaviy operatom ing I.G. Petrovskiy 

m a'nosidagi elliptik  sistem a ekanligi L(x,D )  m atritsaviy operatom ing I.G. 

Petrovskiy b o ‘y icha bosh qism i b o ;lgan

/jl(x ,Z )) . . .  1\n (x ,D )

l i j ( x , D )  =

L(x,D ) =

Im (x ,D )  . . .  im {x ,D )j

(15)

m atritsaviy operator bilan aniqlanadi, y a ’ni agar x° e  Q  nuqtada (yoki 

Q c  R n sohada) |^ |* 0  bo ‘lgan har qanday ^  =  vektorlar

uchun det Z (x ° ,£ )  *  0  shart o ‘rin li bo ‘lsa, u  holda ( 12 ) sistem a x° e  Q 

nuqtada (yoki Q c i ? "  sohada) I.G . Petrovskiy m a’nosidagi elliptik 

sistem a deyiladi4.
A. Duglis va L. N irenberg tom onidan kiritilg^n D uglis-N irenberg 

b o ‘yicha elliptik sistem ani aniqlashda L{x,D ) m atritsaviy operatom ing 

bosh qismi boshqacha aniqlanadi v a  unda kichik tartibli hosilalar 

qatnashishi m um kin5.
Butun sonlarning ikkita

4 B atafsil I.G . Petrovskiy m a’nosidagi e llip tik , giperbolik  va  parabolik  sistem alar haq ida ushbu И.Г. 
Петровский. И збранны е труды. С истем ы  уравнений с  частными производными. 
А лгебраическая геометрия. М.: Наука, 1986г. стр. 500. nom li kitobi orqali tanishish mumkin.
5 B unday sistem alar v a  u nga  qo 'y ilgan  um um iy chegaraviy shartli m asalalam ing yechilish i haqida 
B .A . С олонников, О б  общ их краевых задачах для систем, эллиптических в  смысле А. 
Д аглиса-Л . Н иренберга. 1, Изв. АН С С С Р. Сер. матем., 1964, том  28, вы пуск 3, С . 665-706 ., 
m aqolasi orqali tan ish ish  mumkin.
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( M i  ™ b ) 'M

sistemalari quyidagi shartlam i qanoatlantirsin:
/•7 (x, D ) * 0  boMgan barcha i , j  uchun

d eg l j j ( x ,  D) й  st + t j  (17)

va si + tj  <  0 b o ‘lsa, u  ho lda /( / (x ,D ) =  0 .  K oT inib turibdiki, bunday 

q o ‘yilgan shartlam i qanoatlantiruvchi ixtiyoriy sn t j  sistem alar

Sj+ const,  t j  - c o n s t  

sistem alar b ilan  alm ashtirilishi m um kin. L (x ,D )  m atritsaviy operatorning 

D uglis-N irenberg  bo ‘yicha bosh  qism ini (17) shartni qanoatlantiruvchi 
butun sonlam ing oldindan berilgan (16) sistem alari yordam ida aniqlanadi. 
Y uqorida k iritilgan sistem alarga ko ‘ra, kom ponentalari butun sonlardan 

iborat b o ‘lgan s, =  (s1, sN )  v a  t  =  ( f j , t N ) vektorlam i qaraym iz. 

L(x,D )  m atritsaviy operatorning s va t sistem alarga m os D ug lis- 

N irenberg bo ‘y icha  bosh qism i deb quyidagi m atritsaviy differensial 

operatorga aytiladi:

f e 'O t . D )  . . .  i ^ ( x , D )

Ls t (x ,D ) = :

... ®(*,Z))J
bunda J*/(x ,'D )  differensial operatorlar

0, agar d e g l j j ( x ,D )< S j+ t j  bo'Isa, 

yoki ljj(x-,D) - 0  bo'Isa,

( 1 6 )

X  a fj{ x )D a , agar d e g I, j ( x ,D )  = S j + tj  bo'Isa

form ula yordam ida aniqlanadi.
Ta'rif. Agar (17) shartni qanoatlantiruvchi butun sonlaming

oldindan berilgan ikkita sistemalari mavjud bo ‘lib,
buna | | |  *  0  bo ‘Igan har qanday £  = (&,&>■■■>& vektorlar uchun
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d e t£ w (x ° ,0 *O  (18)

shart o'rinli bo'lsa, и holda (12) sistema x °  e Q  nuqtada Duglis- 
Nirenberg bo 'yicha elliptik sistema deyiladi.

Agar (12) sistema har bir x°  e  D  nuqtada Duglis-Nirenberg 
b o ‘yicha elliptik sistema bo'lsa, и holda bu (12)  sistema Q  sohada 
Duglis-Nirenberg bo ‘yicha elliptik sistema deyiladi.

B u yerda (18) shartga ko 'ra .

L(x°,4)  =  det LSJ(x ° , t )  = det{/7 ; 

polinom  bo ‘lib, | £ | * 0  bo 'lg an  har qanday 4  = (gh g2,...,gn)  vektorlar 

uchun nolga teng emas, bunda IjSj ' ( x ,D )  differensial operator l f j ( x ,  D) 

differensial operatorning si + tj  tartibli aniqlikga ega bo 'lgan  bosh qismi.

Shuningdek, ^  = ( ^ , д 2,...,^п)  vektorga b o g 'liq  bo 'lg an  £(лг°,£) bir jinsli
N

polinom ning iartibi ^ ( s / + / / ) =  2 r  songa teng, bunda r -  manfiy
/=1

bo 'lm agan butun son. Biz r > 0 bo 'lgan  holni qaraymiz.

(17) shartlardan ko 'rinad ik i, bu yerda S j+ t j  y ig 'ind in ing  qiymati

m uhim . B u s,• va t j  sonlarni tanlashda qandaydir m a’noda ixtiyoriylikka

ega bo 'lam iz. A gar s vektom ing barcha kom ponentalariga ayni bir sonni 
qo 'sh ib  va bu sonni t vektom ing barcha kom ponentalaridan ayirsak, yangi 
s' va t '  sistem alam i hosil qilam iz, y a ’ni s ' - C ,  t ’j  = t j  + C .  Bu s' va

t '  sistemalar

i s, ( x \ D )  = L0 . ( x \ D )

tenglik m a’nosida  s va t  sistem alarga ekvivalent bo 'ladi. Shuning uchun 
ham  '

*, < 0 , / =  1 ,2 , . . . ,  N  (19)

deb hisoblash m um kin. (12) sistem a N  nom alum li N  ta tenglam alar 

sistemasi b o 'lg an i uchun har bir j  = 1 ,2 , . . . ,  N  uchun i = 1, 2 , . . . ,  N

ning hech bo 'lm aganda bitta qiymati topiladiki, bunda lij ( x <j,D ) *  0
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bo ‘ladi, y a ’ni (13) m atritsaning nolli ustunlari b o ‘lm aydi. U  h o ld a  (1 7 )  
shartdan

si + tj  -  deg  ly (x, D )> 0  (2 0 )
shart kelib chiqadi. (19) va (2 0 ) shartlardan

t j  £ 0 ,  j  = \, 2 , . . . ,  N  (2 1 )

shartlam i hosil qilam iz. (19) va (21) shartlar s  v a  t  s is te m a la m in g  
norm alashtiruvchi shartlari deyiladi. (19) va (21) n o rm a lash tiru v ch i 
shartlari m uhim  rol o ‘ynam asada, ular (17) va (18 ) s h a r t la m i 

qanoatlantiruvchi s v a  t sistem alam i topish jarayon in i y e n g illa sh tira d i.
Shuningdek, m ax s,- =  0 deb olish qulay bo ‘ladi.

i

5-misoL D uglis-N irenberg  bo ‘y icha  elliptik b o ‘lg an  s is tem a v a  I .G . 
Petrovskiy bo ’yicha elliptik  bo ‘lm agan sistem aga m uhim  m iso l s if a tid a  
uch o ‘lcham li holda yopishqoq siqilm aydigan s ta ts ionar o q im n i 
tavsiflaydigan chiziqlilashtirilgan N ave-S toks tenglam alari

\ - k \  + grad  p  = 0 , 

jflfi'vv = 0

sistem ani qaraym iz, bunda 4 * ) =  fo (* X  v2 (x), v3 (x ) )  -  te z l ik la r  

m aydoni, p(x)  -  skalyar funksiya.

B u yerda x e Q c J ? 3, и  = (v j ,  v2, v3 , p )  belgilash  k iritib , (2 2 )  

sistem ani L(D )u(x) = 0 ko ‘rinishida yozib  olam iz, bunda
f

-A 0 0
a '

0 -A 0

dx}
-\
о

0 0 -A

dx2

a (2 3 )

a a _a_
dx3

о
A i dx2 dx3

V
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bo ‘ladi. B u  L(D)  operatorning Petrovskiy bo ‘yicha bosh qismini 

ajratam iz. B u yerda  П\=П2 = щ  = 2, я4 =1 bo‘ladi. Shuning uchun 

L(D)  operatorning Petrovskiy bo ‘yicha bosh qism i .

8

L(D ) =

-A  0 0 —
ЙХ] 

8
0 -A  0

0

0

0

0

-A

0

8x  2 

_8_  

8x3 

0

det I ( £ )  =

ko ‘rin ishida ho ‘ladi. Bundan, har qanday £  =  e  ^  vektorlar

uchun

- | £ |2 О О Й

0 - |# |2 0  й = 0  

0 0 - | f | 2 f t  

0 0 0 0 

ekanligi kelib  chiqadi, y a ’ni (22) sistem a Petrovskiy b o ‘y icha elliptik 

bo ‘lmaydi.
B u (22) sistem aning D uglis-N irenberg  bo‘yicha elliptik  bo‘lgan 

sistem a ekanligini ko‘rsatam iz. Bulling uchun (17) va (18) shartlam i 
qanoatlantiruvchi s  va  I vektorlar sistem alari m avjudligini o ‘rnatish zarur. 
(19) va (2 1 ) norm alashtiruvchi shartlaridan foydalafiilsa. bu m asala chekli 

sondagi variantlarni qarab chiqish bilan yechiladi: L{D) operatorning bosh 

qismi

Ls,,(x,D) =

l u ‘(x ,D )  . . .  l $ ( x tD)•s,t.

j s , l ,V‘ar \(x ,D )  . . .  In ’n(x ,D)  

m atritsaviy differensial operatorga m os kelgan st v a  t j  sonlam ing 

m um kin b o ‘lgan barcha qiym atlaridan sonlar qiym atlari m aksim al va
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t j  sonlar qiym atlari m inim al olinadi. Bunda, l j j (D )  operator /,• j (D )  

operatorning odatdagi bosh qism i, s, sonlam ing qiym atlarini L(D)  

m atritsadan chapda ustun ko 'rin ish ida, t j  sonlam ing qiym atlarini L{D)

m atritsaning yuqorisida satr k o ‘rin ishida yozib  chiqish qulay. 
Qaralayotgan bu  m isolim izda (17) va (18) shartlam i qanoatlantiruvchi 

m aksim al st va m inim al tj  qiym atlar quyidagicha bo 'lad i:

5  =  (0 ,0 ,0 ,-1 )  va * =  (2 ,2 ,2 ,1 ).

Shunga k o ‘ra,

-A 0 0 _a_
dx\

0 -A 0 a
dx2

0 0 -A
a

дх з
a a _a_ 0

ax, dx2 дх з
m atritsaviy differensial operatorning mos bosh qismi

-A 0 0
_a_
ax,

0 -A 0
a

dx2

0 0 -A
a

0x3
a a _a_

0
'v dx, dx 2 dxj ,  

ko ‘rinishda bo 'lad i. U ning xarakteristik determ inanti esa, |^ |* 0  b o 'lg an  

har qanday £  =  ( £ , ,& ,£3) e  R3 vektorlar uchun
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det ZJ>f(£ )  =
0 = - | | |S o

О о 
-III2 о 

О О - Ilf
6  &  #3 О 

ekanligi kelib chiqadi, y a ’ni (22) sistem a D uglis-N irenberg  bo 'y icha

elliptik  bo ‘lgan sistem a bo ‘ladi.
6-m isol. lsta lgan  elliptik bo ‘lgan  sistem a yoki tenglam ani birinchi 

tartibli sistem aga keltirilishi m um kin. Tenglam alar v a  sistem alarni 
m axsusm as alm ashtirish bajarganda Petrovskiy bo ‘yicha elliptiklikni 
saqlam asa ham , D uglis-N irenberg  bo ‘yicha elliptikni saqlaydi. Bunga 

ishonch hosil qilish uchun tekislikda

Дм(х) =  0, x e R 2

Laplas tenglam asini qaraym iz. B u tenglam a Petrovskiy bo yicha elliptik 
bo ‘ladi. B u ikkinchi tartibli tenglam ani birinchi tartibli tenglam alar 

sistem asiga alm ashtiram iz. Agar
, ,  ди-i , . du-i 

m3(x) =  m(x), “ 2 M  jT fo ”

belgilashlar kiritsak, u  holda bu Laplas tenglam asini

du3
U[+—— - 0,

dx.

du3
« 2  +  T ~  ~  0  0X2

^ 1  +  ^ 2  = 0  
dx, dx 2

(24)

k o ‘rinishidagi b irinchi tartibli sistem aga alm ashtiram iz. Bu (24) sistem a 

o ‘zgarm as koeffitsientli sistem a bo ’Iib uning uchun (13) operator
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ko 'rin ishda b o 'lad i. Bundan, (17) v a  (18) shartlam i qanoatlantiruvchi 
butun kom ponentali л va t vektorlam i top ishga  harakat qilam iz. Agar, 

misol uchun
s =  (0 ,0 .0 ), /  =  (1,1,1) yoki s  =  (0 ,0 ,0 ), t  = (2,2 ,2). 

sistem alar olinsa, ular (17) shartni qanoatlantiradi, lckin (18) shartni 
qanoatlantirm aydi, chunki bu sistem alar uchun (25) m atritsaviy 

differensial operatorning bosh  qism lari mos ravishda

4 r ( ^ )  =

0

0

0 I-OX  |

0 IOX 2

_  —  0
dx j dx2

va Ls t (D)  =

Го о ô  
0 0 0 

0 0 0

ko 'rin ishda-bo‘lib , ular uchun (18) shart bajarilm aydi. Lekin, (17) shartni 
qanoatlantiruvchi 5  =  ( - 1 - 1 ,0 ) ,  f  =  (1,1,2) sistem alar uchun m os bosh

qism
f

1 0
d

cbq

0 1
8

8x 2

8 J 3 _
0

A dx2

ko 'rin ishda bo 'lad i. U nga  m os determ inant esa, har qanday

4 = ( £ > & ) e  r 2  x  { ° l  v e k t o r l a r u c h u n



1 о £
det LsJ(£ )=  О 1 &

#1 #2 О {
ekanligi kelib chiqadi, y a ’ni (18) shartni qanoatlantiradi. Shunga ko ‘ra, 
(24) sistem a D uglis-N irenberg  b o ‘yicha elliptik  bo ‘lgan sistem a bo 'ladi.

Endi (24) sistem a uchun Petrovskiy bo ‘yicha bosh  qism ini 

aniqlaym iz, y a ’ni (14) qoida bo ‘yicha (15) m atritsaviy differensial 

operatom i aniqlaym iz. B u  bosh qism

L(D) =

f a N0 0
dx,

a0 0
dx2

d a 0ax-2 >
m os determ inant esa, har qanday

=  0

ko ‘rinishda bo 'lad i. U nga 

£  =  (£ j,£ 2) e R 2 \  {0} vektorlar uchun

0 0 £  

det Щ )  = 0 0

#1 ^2 0

ekanligi kelib  chiqadi, y a ’ni (24) sistem a Petrovskiy b o 'y ich a  elliptik 

bo 'lm aydi.
Shunday qilib, tenglam alar v a  sistem alarni m axsusm as alm ashtirish 

Petrovskiy bo 'y icha  elliptikni saqlam as ekan.
D uglis-N irenberg  b o 'y ich a  elliptik tenglam alarni va sistemalarni 

istalgan m axsusm as alm ashtirish natijasida ham  saq lanph i M .F. A tya va

l.M . Z ingerlar tom onidan isbotlangan6.
Shuni ta ’kidlash kerakki, haqiqiy koeffitsientli D uglis-N irenberg 

bo‘yicha elliptik  tenglam alar sistem asi uchun £  bo ‘y icha (18) 

polinom ning tartibi Petrovskiy sistemalari holidagi kabi, ham m a vaqt ju ft

6 B u haqida М асленникова B .H . Дифф еренциальны е уравнения в частны х производных. 
М осква: И здательство Российского университета друж бы  народов, 1997. 447  с., kitobi orqali 

tanishish mumkin.
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bo 'ladi. Lekin, agar kom pleks koeffitsientli sistem aga ega b o isa k , u  holda 
polinom ning tartibi erkli o ‘zgaruvchilar soni n > 3 bo 'lganda  ju ft bo 'lad i; 
n = 2  bo 'lg an  holda (18) polinom ning tartibi ju ft b o 'lish i ham  va toq

bo‘lishi ham  m um kin7.
7-m isol. K oshi-R im an sistem asining uch o ‘lcham li fazodagi analogi

deb hisoblash m um kin b o ‘lgan M osil-T eodoresko  (M T)8

0
8_ d_ a _ N

dx dy dz

8
0

d d

8x dz 8y

8 d
0

8_

dy dz dx

8_ _ d_ d_ 0
8z dy dx У

sistem ani elliptiklikka tekshiram iz. U shbu M osil-T eodoresko 

sistem asining differensial operatori
0 3 , 5,
3 , 0 dy

5, 0 -3 ,
a, \  “ - a , г * 0

ko ‘rinishda bo ‘lib, uning Petrovskiy bo ‘y icha bosh qism i o ‘ziga teng, 

y a ’ni L(D) = L(D)  bo ‘ladi. B u sistem aning xarakteristik determ inanti har

qanday £  = ( £ ,& > & ) €  r3  N {°( vektorlar uchun

7 B u haqida A gm on S. Lectures on  elliptic boundary value problem s. Princeton, 1965, kitobi orqali 

tan ishish  m umkin.
8 B unday elliptik  sistem alam i kengroq o ’rganish uchun 1) Я нуш аускас А.И. Задача о  наклонной 
производной теория потенциала. Н овосибирск: Н аука С О , 1985. 262 с., 2 ) Я нуш аускас А.И. 
М етоды  потенциала в теории эллиптических уравнений. Вильню с: М окслас, 1990. 264 с., 
ham da 3) Ishankulov Т . E lliptik tenglam alar va  taqsim otlar nazariyasi. Sam arqand: Sam D U , 2019, 
194 bet, kab i o ‘quv q o ‘llanm alari orqali ham  tan ish ish  m um kin.
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det L(%) = =  ~(£\ +  £2  +  z l )2 =  “ I# f  *■ 0

О Й  #2 £3

£1 0 - 6  £

#2 #3 0 4 l

#3 Ч 2 4\ 0
ekanligi kelib  chiqadi. Shunga k o ‘ra, M osil-T eodoresko (M T) sistem asi 

Petrovskiy bo 'y icha  elliptik bo 'ladi.
Shuningdek, K osh i-R im an  sistem asining to ‘rt o ‘lcham li fazodagi 

analogi deb hisoblash m um kin b o ‘lgan sistem a ushbu

( d_ d d d

dt dx dy dz

d d d d

dx dt dz dy

d_ d d _ d

dy dz dt dx

d _ d _ d d

Kdz dy dx dt

(s ,u ,v ,w) = 0

ko 'rin ish ida  bo 'ladi.
8-m isol. E lastiklik  nazariyasining tenglam alar sistem asi vektor 

form ada

/иАи(х) + (Л + ju)graddivu(x) = 0, x e D c z h 3 (26) 

ko 'rin ish ida  bo 'lad i, bunda Л >  О, /л>  0 . Bu tenglam aning 

koordinatalardagi ifodasi

//Am, + (Л +/л) 

//A  u2 +(Л + ju) 

/и A  w3 +  (A + /i)

д 2щ +  5 2m2 + d2*/3

0^2 ox,ox2 5x,5x3
=  0 ,

'  d \ d 2u  2 , A
dxxdx2 dx2 ox2dx3

Э2м,
+

а 2м2
+■

a ^ 3

dx2 )

= 0,

=  0

(27)

Эх3йх, dx^dx2

ko 'rin ishda  bo 'lad i. U shbu (27) sistem aning m atritsaviy differensial 

operatori
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т =

д2 д2 д2
//Д  +  (Л + / / ) — =■ (Л + / / ) — —  (Я + / / ) — —

дх{ дххдхг ох,ох 3

дх,дх2 дх2 дх2дхъ

«2 з2 ^2
(Я н -//)—- —-  (Я +  /У )-— -  / /А  + (Д +  / / ) ——

OX̂ C/Xj иХ^СХ 2 ЙС

ko 'rin ishda  bo ‘lib, uning xarakteristik form asi quyidagicha bo ‘ladi: 

har qanday £  =  ( й , & » ё ) e  ^   ̂{°} vektorlar uchun 

det Z ( |)  =  d e t l ( | )  =

(U|# f  +  (A +  ̂ 12 ( Л + / 0 Й 6  (-*+ /<)Й Й

( Л + л ) й й  Ж | 2 + ( Л + Я ) $  ( Л + /0 & Й  

( i + й й й  У- + / ' I f !2 + ( * + / 4 й 2

' / i | f |  I2 +  ( 2  +  » ) g ] [ / / |# |2 +  (Л +  ж ! ] [ ^ k I 2 +  ( *  + M l  ]  ■+

+ (1  +  / /)3й 2&2й 2 + ( л + л ) 3й 2й 2й 2 -  м л + л ) 2 |# |2 й 2й 2 -

- ( Я + //)3 й 2й й 2 -  м я + Л )2 1#|2 Й й 2 -  (Л + л ) 3 й 2й 2й 2 -

-Ц(Л + р ) 2 |c f  £2£г - ( Л  + М)3%1 %2%3 =

=  [ ^ | 2 +  (Я +  +  (1  +  / 0 # |  +  (Я + М ) £  _ -

- М Я + л ) 2 | | | 2 [ й 2й 2 + Й 2Й2 + f i2ft2 ] - ( W f t 2ft2#3 =

= S \ s f  + / / 2(Л + / /) |# | 4 [ й 2 + Й 2 + Й 2] +

+ № + н ? Щ  2 [ й 2й 2 + й 2й 2 + Й 2Й2 ] + ( Я + / ' ) 3Й2Й2Й2 -

- д ( Я  +  / / ) 2 |^ |2 [ й 2й 2 +  Й й 2 + Й 2й ] - ( Я + / ' ) 3Й2Й2Й2 =

=  ^  |^ |6 V ( 2  =  / / 2 (Я +  2 //) |^ |6 >  О

ekanligi kelib  chiqadi. Shunga ko ‘ra, elastiklik nazariyasining tenglam alar 

sistem asi Petrovskiy bo ‘y icha elliptik sistem a bo 'lad i.

75



Т а ’rif. A gar w = w(z)  funksiya kom pleks tekislikdagi biror D

sohada ^  = 0 tenglam ani qanoatlantirsa, u holda w(z)  funksiya D
d z2

sohada bianalitik funksiya deyiladi.
9-m isol. Tekislikda bianalitik funksiyaning haqiqiy va m avhum  

qismlari

ux x - uy y - l v x y = ° >  vx x - vy y + 2ux y = Q ( 2 8 )

ikkinchi tartibli elliptik sistem ani qanoatlantirishini k o ‘rsatamiz.

H aqiqatdan ham , agar
w (z) =  f ( z )  = u(x, y )  + iv(x, y )  

funksiya С  kom pleks tekislikning qism i b o ‘lgan biror D  sohada bianalitik 

funksiya b o is a , u holda

f z  ( z )  =  ^ ( ( «  +  iv )x  +  * ( «  +  iv ) y )  =  \ { u x  ~  vy  + ((иу  + vx))>

f i i ^ )  = \ \ (« x -V y + i(M y + v x ))x +i(ux - v y +i(uy +vx ))^

= ~ uy y ~ 2v*V ) +  ,'( Vjo: ~ Vy y + 2ЫхУ ) ]

bo ‘lgani uchun

~ [ ( 1uxx ~  uyy ~  2vxy )  +  i ( v .xx _  vyy + 2uxy ) ]  =  0  ( 2 9 )

kom pleks tenglikdan (28) sistem ani hosil qilam iz. f
10-m isol. B ianalitik funksiyaning haqiqiy va m avhum  qism lari 

bigarm onik funksiyalar bo ‘ladi, y a ’ni и(х,_у) v a  v (x ,^ )  funksiyalar 

uchun

Л +2 Л  + Л  = о. (зо)
дх дх ду ^  dy

^ + 2 - t V ^ t = o  (3Q,)dx dx dy" dy 

tengliklar o ‘rinli bo ‘ladi. H aqiqatdan ham , agar (28) tenglam alar

d2 d2 

dx2 dy '1
sistem asining birinchi tenglam asiga ------ j  operatorni, ikkinchi
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л2д 1
tenglam asiga 2 ------- operatom i ta ’sir qildirib, hosil bo ‘lgan

dxdy

tenglam alam i hadm a-had  qo 'shsak , u  holda f ( z )  bianalitik ftmksiyaning 

haqiqiy qism i bo ‘lgan u = u (x ,y )  ftmksiya (30) tenglamani 

qanoatlantirishi kelib chiqadi. Xuddi shuningdek, agar (28) tenglam alar
Q2

sistem asining birinchi tenglam asiga - 2 ——  operatom i, ikkinchi
dxdy

q2 ~2
tenglam asiga — ------ 7  operatom i ta ’sir qildirib, hosil b o 'lg an

dx dy
tenglam alam i hadm a-had  qo 'shsak , u holda / ( z )  bianalitik ftm ksiyaning 

mavhum  qism i bo 'lg an  v = v (x ,y )  ftmksiya (30’) tenglam ani 

qanoatlantirishi kelib chiqadi. Bu (28) tenglam alar sistem asining 

Petrovskiy bo 'y icha  elliptik  sistem a ekanligini ham  k o 'rish  m um kin.
11-m isol. Tekislikdagi biror G с  С  bir bog 'lam li sohada bigarm onik

b o 'lgan , y a ’ni n = 2 , z  = x  + i y e G  b o 'lg an  hoi uchun A2w (x,y) =  °  

tenglam aning shu sohadagi yechim lari u ( x , y )  =  R e\z (p (z )+ 4/ { z ) \  

shaklda tasvirlanisnini ko 'rsatam iz. Bu yerda (p(z) v a  i//(z) funksiyalar 

ixtiyoriy analitik  funksiyalardir. H aqiqatdan ham , bigarm onik b o 'lg a n

A2u (x ,y )  =  0 tenglam ani ^  = 0 ko 'rin ish ida yozib , uni integrallasak,
dz dz

d u , . d~u _  . . ,  .
— —  = ф \  - J  = z(p[(z) + 4/ x(z)
dz dz dz

bo 'lad i, bunda <p,(z) va i//x(z)  funksiyalar G sohadagi z  o 'zg a ru v ch ig a

nisbatan ixtiyoriy analitik  funksiyalardir. Integrallashni davom  ettirib,

^  = z<p2(z) + i//2(z)  + h](z )  
dz

z z

tenglikni yozam iz, bunda (p2[z)=  J  < P \ ( Q va i//2{z) = J
z0 Z0

bosh lang 'ich  funksiyalar bo 'lib , G  sohadagi analitik funksiyalardir,
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esa, z  = x —iy o ‘zgaruvchiga nisbatan ixtiyoriy analitik  funksiyadir. 

Shunga k o ‘ra, Л, funksiya z  o ‘zgaruvchiga nisbatan analitik funksiya 

bo 'lad i. Shuningdek,

и = zq>3(z)+t//3(z) + zhl + h2
г

tenglik o ‘rinli, bunda (p3{z) = J (p2(£ )d £  va ip3( z )=  J i//2( £ ) d g  -

Z0 Z0

boshlang‘ieh  funksiyalar bo ‘lib, G  sohadagi analitik  funksiyalardir, h2 -  

esa, z = x - i y  o ‘zgaruvchiga nisbatan ixtiyoriy analitik  funksiyadir. 

Shunga k o ‘ra, h2 funksiya 2  o ‘zgaruvchiga nisbatan analitik funksiya 

bo ‘ladi. Dem ak, u (x ,y ) -  haqiqiy qiym atli b igannonik  funksiya bo‘lgani 

uchun

u(x , j>) =  Re ( Щ  (z) + y/3 (z ))  +  Re (zh, +  ̂  )  =

= R e ( z ^ ( z )  +  ̂ /3(z ))  +  Re(z/!I +h2 ) =

= R e [z  ( ^ ( z )  +  h\ ( z ) ) + (y/ 3 (z) +  /12 ( z ) ) ]  

tenglik hosil bo 'ladi. A gar cp(z) =  ̂ ( z )  + /?,(z) va i//(z) = i//3(z)  + h2(z) 

deb belgilasak, u  holda

w(x,.y) =  R e [ z ^ z )  + y/(z)] (31)

tenglikni yozamiz. Bu yerda <p(z) va y/(z) funksiyalar ixtiyoi?y analitik 

funksiyalardir.

Shuningdek, har qanday u(xh ...,x„) bigarm onik funksiyani 

u{xx,...,xn) = [ x l  + 4  + . . .+ x 2 )-v 1(x1,...,x „ ) +  v2(x1,...,x „)

shaklda ham yozish m um kin, bu ^ e rd a  ...,*„) va v2(xx,...,xn) 

garm onik funksiyalar.

11. A ralash  tipdagi ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartib li 
kvazichiziqli differensial tenglam alarn i kanonik  ko‘rin ishga keltirish.
Ushbu

a 2M d 2u f  du д и л
A —  + 2 B -------+ C — T + F  x , y , u , — , —

dx dxdy dy [  dx dy
= 0  (32)

78



kvazichiziqli tenglam ani qaraylik. A gar (32) tenglam ani n u q ta  atrofida 

em as, balki butun bir D  sohada qarasak, u  holda yuqorida  k o ‘rsatilgan 
ikkinchi tartibli tenglam alar klassifikatsiyasining uch tip i to ‘laligicha 

javob  bermaydi, chunki B 2 - A C  ifoda um um an olganda, bu tun  sohada 
ishorasini o ‘zgartirishi mumkin. Shuning uchun, tenglam alam ing 
xarakteristikalari qism an haqiqiy va qism an m avhum  b o 'lish i m um kin.

Dem ak, agar B 2 - A C  ifoda ishorasini D  sohada o 'zgartirsa . u 
holda (32) tenglam a aralash tipdagi tenglama deb ataladi. D  sohada 

B 2 - A C  = 0 tenglam a bilan aniqlanadigan у  chiziq (32) tenglam aning 

parabolik chizig'i deb ataladi, m os ravishda B 2 - A C  ifodaning ishorasi 

D sohada B 2 - A C <  0 bo ‘lganda elliptik qismi va D  sohada 

B~ -  A C  > 0 bo ‘lganda giperbolik qism i deb ataladi.
Ushbu D  sohada

€  = 4(х ,у ),  Л — Tj{x,y) (33)

yangi o ;zgam vchiIam i kiritam iz. U holda yangi o 'zgaruvchilarga nisbatan 
(32) tenglam a

Tanlash bizning ixtiyorim izda b o ig an  
4  = £ {x ,y ) ,  T] = r/(x,y)  funksiyalam i

dx By dy d x ,
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( д ц )
у д х у

i l B dA c
дх ду

f  ,  \ 2 дт]

ду
* 0 (37)

shartlar bajariladigan qilib tanlaym iz. Shuningdek, у  parabolik chiziq 

ustida A C - B 1 = 0  ifodani

A C - B 2 = H n( x ,y )M (x ,y )  (38)

shaklida tasvirlash m um kin, bunda D sohada M { x , y ) *  0 , ham da

H ( x ,y )  = 0 tenglam a у  chiziqning tenglam asi bo ‘lib, d H (x ,y )  ^
ox

hosilalar bir vaqtda nolga teng emas.

Quyidagi ikki holni qaraymiz:
1—hoi. у  parabolik chiziq nuqtalarida (32) tenglam a 

xarakteristikasining yo ‘nalishi shu chiziq urinm asining y o ‘nalishi bilan 

ustm a-ust tushm aydi, y a ’ni у  chiziq bo ‘ylab.

'дн\г
A + 2 S — — + C

dx dy

' д Н *
dydx

shart bajariladi. B u holda
rj = H ( x , y )

deb olam iz. Shuningdek, <% = %(х,у) funksiya sifatida

' wAdH  DSHA -----+  В -----
dx dy dx

■ + в ™ + с дЛ
dx dy

о
dy

(39)

(40)

(41)

tenglam aning yechim ini o lam iz.^  U shbu £  = g (x ,y ) ,  rj = T](x,y) 

funksiyalam i bunday tanlashda, (36) v a  (37) shartlar bajariladi. Bu 
funksiyalam ing yakobiani у  chiziq atrofida nolga teng emasligini 

ko‘rsatamiz. H aqiqatdan ham, agar

dx
= P ( b ™  + C ^ d± - _r\ (  d H  d H \A____ L Ji___D ------ Г L------

dx dy  , dy
P /1 I LJ

I  dx d y )
(42)

bunda у  chiziq bo ‘ у  lab p { x , y ) *  0  deb olsak, u holda shu у  chiziq 

bo‘y  lab,
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Р (4 ,П) _ d £  dt] d £ d r j  _ 
D (x ,y )  дх ду ду дх

дх= Р

f  dH~\
A

{ dx )

d i r dH дН

dy j ду { дх %  у дх

2 д н д н д_Н}
2"

+ 2 В ------—  + С * 0
дх ду ^ ду ;= Р

m unosabat o ‘rinli b o ‘ladi. А ,В ,С  va  Я  funksiyalarning uzluksizligiga 

ko ‘ra, yakobian у  chiziqning qandaydir atrofida ham nolga teng 

b o im ayd i. Shuning uchun, bu atrofda (33) tenglikdagi alm ashtirishni
£  = 4 (x ,y ) ,  T] = Tj(x,y) = H (x ,y )

deb qabul qilamiz.
U holda (34) tenglamaning chap tom onidagi B(4,rj) = 0  ekanligi 

(35) v a  (41) m unosabatlardan kelib chiqadi. Shuningdek, у  chiziqning 

qandaydir atrofida C (£ ,t/)  *  0 bo‘ladi. H osil qilingan (34) tenglam aning 

har ikkala tom onini C(4,rj) 0 koeffitsientga b o ‘lib,

A(g,T}) d 2u d2u

c&tj) d? + drj2 Fl
du du  ̂

Z , r i , u , — , —  
d£  otj

tenglamani hosil qilamiz, yoki (35), (38), (40) va (42) m unosabatlarni 

e ’tiborga olib,
/  \  

du du
TjnK ^ , T } ) ~  + ̂ r  = F,

d t  ’ dtj
(43)

5 | 2 dr, 1

tenglam ani hosil qilam iz, bunda у  chiziqning qandaydir atrofida 

е д » 7 ) * 0  bo ‘ladi.

2-hol. у  parabolik chiziq xarakteristika bo ‘ladi yoki (32) 

tenglam aning xarakteristikalari oilasining o 'ram asi boMadi, y a 'n i у 

chiziqning barcha nuqtalarida

i » Y +2B» » + c ( « i
дх ду { d y ;

\ 2

= 0 (44)

tenglik o ‘rinli bo ‘ladi.
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Aytaylik, у  chiziq bo‘ylab, Л > 0 , С > 0  b o ‘lsin. U  holda 

В2 - A C  = 0 shartga ko ‘ra, (44) tenglikni

Г А ^ е 4 с ™  = о (45)
dx m dy

shaklida yozish  m um kin, bunda e  =  signB  songa teng bo’ladi. Agar В  = 0 

bo "Isa, u holda у  chiziq bo‘ylab yoki A = 0 , yoki С  =  0  bo ‘ladi v a  (45) 

tenglikdan H y =  0 yoki H x = 0 tengliklargaegaboM am iz. 

r) =  T](X,y) funksiya sifatida

< x , y ) ^ - - m ( x , y ) ^ -  = 0 (46)
ox dy

tenglam aning yechim ini olam iz, bunda n = n (x ,y ) va m - m ( x , y )  

funksiyalar у  chiziqning atrofida

A m 2 + 2Bmn + Cn2 *  0  (47)
shartni qanoatlantiradi. M asalan, agar D sohada A *  0 yoki C V O  

bo ‘ Isa, u holda m = l, и =  0 uchun 77 =  x  deb, yoki m = Q, n = \ uchun 

r/ = у  deb olish m um kin bo‘ladi.

4  = £ (x ,y )  funksiya sifatida esa.

( л дЛ + в дЛ
dx dy f = 0» ox dx dy Jdy

tenglam aning yechim ini olamiz, bunda rj = rj(x,y) funksiya (46) 

tenglam aning yechim idir.

Shunga ko 'ra , £  = £ (x ,y )  va T] = rj(x,y)  funksiyalam ing bunday 

tanlanishida (36) va (37) shartlar bajariladi.

(48) tenglam aning у  ch iiiq  va rj(x,y)  =  0 chiziqlam ing kesishish 

nuqtasida g (x ,y )  = 0 bo‘ladigan yechimini ham m a vaqt tanlab olish 

m um kin ekanligini ta ’kidlash kerak.

Xuddi birinchi holdagidek. у  chiziq bo ‘ylab, yakobian *  0
D (x ,y )

ekanligini ko 'rsatish  qiyin emas. U holda A,B ,C ,m  va  n funksiyalam ing 

uzluksizligiga ko ‘ra, bu yakobian у  chiziqning qandaydir atrofida ham, 

noldan farqli boMadi.
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Endi H (x ,y )  = deb olam iz. U holda

8H_ _ dH  дх | d H  dy _ H xrjy ~  H y7]x ^

d% dx d% dy d% 

dH__dH_dx_ dH  dy  _  H x4y - H £ x 

drj dx dr} dy dr] £ f l , - 4 / l x

dH
teng lik lam ihosil qilamiz. Shuningdek, у  chiziq bo‘ylab —  * 0  bo 'ladi,

chunki tj =  c o n s t  ch iziq  hech bir joyda  у  chiziq bilan urinm aydi. (45) 

tenglikdan у  chiziq bo 'y lab

—  = -  c r s j c  , —  = е ^ А  [cr(.v,^) *  0] , 
dx dy

d t l  a

drj t xrjy - Z ynx

ч (50)

y[A— + e -J C —  = 0
dx d y )

tengliklar kelib chiqadi, chunki (48) tenglam a у  chiziq bo 'y lab , 

B1 -  A C  =  0 shartdan

4 ~a K + s ^ sA = о
ox dy

ko 'rin ishga keladi.

H($,rj) = Q tenglikdan 2 i . - ~ !L l  tenglikka ega  bo 'lam iz  va
dr] H (

(50) tengliklardan у  chiziq bo 'y lab , % = const ekanligi kelib chiqadi. 

Lekin, у  chiziq bilan kesishish nuqtasida £ (х ,у )  = 0 bo 'lad i va  shunga 

ko 'ra , у  chiziq bo 'y lab , £  = 0 ekanligi kelib  chiqadi. Shuning uchun, 

H(0,T]) = Q va

H{g,rj)  =  ZH eW , r j ) t , i i ) = m & T 1) (51)

tenglikni yozishim iz m um kin bo 'lad i, bunda 0 < 6 (%,rj) <1 v a  N(^,T]) *  0

Yangi o 'zgaruvchilarga alm ashtirilgan (34) tenglam ada у  

chiziqning qandaydir atrofida 5  =  0 va С ■* 0 ekanligi (36) va (37)



m unosabatlardan kelib  chiqadi. (34) tenglam aning har ikkala tom onini 

С  Ф 0 koeffitsientga bo‘lib,

& u  [ d2u  ^  

C & q ) ' d ?  drj2 

tenglam ani hosil qilam iz, lekin

£ 11, u,

A_{Z,T1)

С & Ч )

( d f \
dx

+ 2 B — —  + C  
dx dy

(dn_ 
dx ,

+  2 S — — +  C
dx dy

d /l
[ d y

\ 2

du du 

d£  ' dr]

= P 7( a C - B t )  =

b o ‘lgani uchun

a 2w а 2и du du
^7» U’ д  e  ’ дa i  a ;/

(52)
a | 2 a ^ 2

k o ‘rinishdagi tenglam ani hosil qilam iz, bunda у  chiziqning qandaydir 

atrofida K 2(% ,tj)*0  bo‘ladi.

1-m isol.

d 2u d-u d*u du du

*

(l-*2)—  - 2xy—  - ( ^ / ) T J - 2 x - ~ 2 y -  = 0
dx dxdy dy dx dy

tenglamani qaraym iz. Bu tenglam a aralash tipdagi tenglam adir,'chunki 

A C - B 2 = x 2 - у 2 -1  = H (x ,y )  bo ‘ladi. Bu yerda l - x 2 +>>2 > 0  sohada 

berilgan tenglam a giperbolik tipdagi va l - x ' + y 2<0  sohada berilgan 

tenglam a elliptik tipdagi tenglam a b o iad i. Ham da, x 2 - y : = 1 chiziq 

berilgan tenglamaning parabolik chizig^i bo‘ladi. Shuningdek, у  chiziq 

bo ‘ylab,

dx )

dH_oH_

dx dy
+ C

dH_

I  dy )

= 4x2 (1 -  x2) + Sx2y 2 -  4y2 (1+У ) = 4(y2 -  x 2 )(x2 - y 2- l )  =  0 

boMadi. Shunga k o ‘ra, ikkinchi holga ega boMamiz. U m um iy nazariyaga 
ko ‘ra, 4  =  4 (x ,y )  va rj = tj(x,y) funksiyalam i (46) v a  (48)
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tenglam alam ing yechim laridan  tan lab  olam iz. M asalan, n = 1 +  x , m = - y  

deb olam iz. U  holda (46) tenglam a

(l +  x ) f + 3  =  0
ox dy

ko 'rin ish ida  bo ‘ladi. Bu tenglam a uchun rj = funksiya xususiy
1 +  x

yechim  b o ia d i. Endi г1 = у —  funksiyani (48) tenglam aga qo ‘yam iz. U
1  “1“ X

г\)~ Я £
holda y ( \  +  x ) +  (1 +  x  +  ^'2) — =  0 tenglam a hosil b o ‘ladi. Bu

ox dy

x 2 - y 2 - 1
tenglam a uchun £ (x ,y )  = —  ■ 7 .  funksiya xususiy yechim  bo ‘ladi.

(1 +  x)

Dem ak, yangi £  v a  /7 o ‘zgaruvchilam i

(1 +  x) 1 +  X

form ulalar bo ‘y icha kiritam iz. U  holda tegishli hosilalarni hisoblab,

OU _  1 + X +  V2 д и  у  d u  

2(1 +  x )3 d £ ~ ( \  + x ) 2 fr i  ’

d u _____ y_ du 1 du

dy ~ 2(\ + х )2 ^  + й ^ д 7 ]  ’ 

d 2u _ ( \ + x  + y 2)2 d2u y(\ + x  + y 2) d 2u 

dx2 ~ 4(1+  x )6 d f  (1 +  x ) 5 +

| y 2 d 2u 1 +  x  + 3y 2 du  2 у  du 

(1 +  x ) 4 d r f  2(1 +  x )4 d% +  (1 +  x )3 5т; ’ 

d2u _  y 2 d 2u у  d2u 

~ d / ~  4(1 +  x ) 4 d f ~  (1 +  x ) 3 д ф г\ +

1 d 2u 1 du 

(1 +  x ) 2 a /72 2 (1 + x ) 2 ~dl ’
+

d2u _  y ( \  + x  + y 2) d 2u  | l +  x  +  2y 2 d 2u

dxdy 4 (1+ x )5 d f  2(1+ x )4 d%dr]
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у  S^M+ У du 1 ди_
сl + x f ? r i 2 ( \ + x f d t  (1 + х )2 д г } ’ 

tengliklarga ega bo 'lam iz. B u  ifodalam i berilgan tenglam aga olib borib  

qo 'ysak , u holda berilgan tenglam aning

drj2 2 84

kanonik ko ‘rinishini hosil qilam iz.
12. lkk i o‘zgaruvchili ikkinchi tartib li xususiy hosilali 

differensial teng lam alarnm g yechim ini topishga doir
misollar. Bu yerda ikki o ‘zgaruvchili ikkinchi tartib li xususiy hosilali 
differensial tenglam alam ing um um iy yechim ini topishga doir m isollam i

qaraym iz.
1-misol. uxy = 0 tenglam aning um um iy yechim ini toping.

Yechish: ux = v deb belgilash kiritam iz. U  holda vy  =  0 tenglam aga

ega b o ‘lamiz. Ushbu tenglam ani yechish uchun uni integrallaym iz va 
ux = C(x)  tenglikka ega bo ‘lam iz. Topilgan ifodani k in tilgan  belgilashga 

olib, borib qo ‘yib, ux = C (x)  tenglam aga ega  bo ‘lam iz. B u tenglam ani 

integrallab u (x ,y )  = f ( x )  + g ( y )  um um iy yechim ga ega boMamiz, bu  

yerda f { x )  va  g (x )  funksiyalar ixtiyoriy d ifferensilllanuvchi

funksiyalardir. . . . .
2-m isol. « „ - 2^ - 3 ^ = 0  tenglamaning umum.y yechimini

toping.
Yechish: A  = \ ,B = —l,C  = - 2 ,  Д =  5 2 - Ж 7 =  1 - 1 ( - 3 )  =  4 > 0  

bo ‘lgani uchun yuqoridagi tenglam a giperbolik  tipdagi tenglam a ekan. 

Endi esa xarakteristik tenglam asini tuzam iz va uni yecham iz:

- 2  ±  -v/4 +  12 1 -  / ___о v' =  i
у  +2_y — 3 =  0 , /  = -------- ---------=  - l ± 2 ,  у  -  3, у

у  = - Ъ х - С \ ,  y  = x  + C2, Сг = 3 х + у ,  C2 = x - y ,  

bu yerda  C ,, C2 o ‘zgarm aslam i m os rav ishda £ va ц  lar bilan

alm ashtiram iz, y a ’ni
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= 3х + у  

\ п  = * - У  •
U  holda и funksiyani m urakkab funksiya deb qarab g va r/ 

o 'zgaruvch ilar x va у  o ‘zgaruvchilarning chiziqli funksiyalar! 

ekanligini h isobga olib birinchi va ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni 

hisoblaym iz:
ux = 3 u z+ u v , uy = u ^ - u tl, wx c = 9 m ^ + 6 m ^ + m ^ ,

Uxy = 3 u% -  2 1 * ^  - u nn, Uyy= u% -  2 и &  + ищ .

Topilgan ifodalarni u ^ - 2 u ^ u y y ^  tenglam aga olib  borib

qo‘yam iz. N atijada
9 ^ + ^ , +U„ - 2 - ( 3 U g - 2 ^ - a „ ) - 3 - ( » g - 2 ^ , + - m ) = 0 ;

yoki 16»й = 0 ,  yoki u(„=0  tenglam aga ega  bo 'lam iz. U shbu 

tenglam aning um um iy yechim i yuqoridagi 1 -m isolga asosan quytdagtcha 

bo‘ladi:
u ( . 4 , t j ) = № + g ( n ) -  

Bu yerda % va тl o 'zgaruvch ilar o ‘rniga u lam ing  x va у

o 'zgaruvchilar orqali ifodalarini qo 'y ib ,
u(x ,y )  = f ( ? x + y ) + g ( x - y )

um um iy yechim ga ega  b o ‘lam iz.
3 -m iso l. -  2w* =  0 tenglam aning um um iy yechim ini toping.

Yechish: ux = v  deb belgilash kiritam iz. U  holda vy - 2 v  =  0 

tenglam aga ega bo 'lam iz. U shbu chiziqli tenglam ani yecham iz va 

v = C ( x ) e 2y tenglikka ega bo 'lam iz . T opilgan  ifodani k in tilgan  

belgilashga olib borib qo ‘y ib , Mjc =  C (x)e2y tenglam aga ega bo 'lam iz. B u

chiziqli bir jinsli tenglam ani yechsak, u (x ,y )  = f ( x ) e  y  + g (y )  um um iy 

yechim ni hosil qilam iz, bu y e r d a / ( x )  v a  g(x) funksiyalar ixtiyoriy

differensiallanuvchi funksiyalardir.

4-m isol. их у - 2их - 3иу + 6и  = 2& * у  tenglam aning  um um iy

yechim ini toping.
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Yechish: U shbu tenglam ani yechish  uchun a w a l  tenglam adagi 
birinchi tartibli xususiy hosilalam i '  ycf qotam iz. Buning uchun 

u (x ,y )  = v (x ,y )  e;jc+My alm ashtirish bajaram iz, bu yerdagi Я va /л 

0 ‘zgarm aslam i keyinchalik tanlaym iz. Birinchi va ikkinchi tartibli xususiy 

hosilalam i hisoblaym iz:

i i , - » , . uy -  Vy ■ / ' • * ' + v • ,

u „ = v v - + v , • +  V  +  v •Л р е * ™  '

Topilgan ifodalacni uxy - 2 u x - 3uy  +bu = 2ex+* tenglam aga olib  borib

qo ‘yam iz. N atijada

%  • е ^ У  +  v* • f ieLx+»y  +  • А в ^ у  +  v • Х ц е ^ У  -  <

- 2  • ( v ,  ■ е ^ У  +  v • А е ^ У )  -  3 • ( v ,  • e * » ™  +  v • f ie ***1* ) +

+6v • е ^ ^ У  = 2ex+y ,

yoki

VV  ■ + (JJ _  2)vt  ■ + ( Л - 3 ) » „ -  +

H A M - 2X- V i . 6 ) v  

tenglam aga ega bo ‘lam iz. U shbu tenglikda Л va и  o ‘zgaA naslam i 

shunday tanlaym izki, oxirgi tenglikda birinchi tartibli xususiy hosilalar 
qatnashm asin. Buning uchun A = 3, p  = 2 deb tanlaym iz va quyidagi 

tenglam aga ega bo ‘iamiz:

е3х+2У . =  2ex+y , 

y a ’ni vx y =2e~2x~y . Bu yerda vx ±(p deb belgilash  kiritam iz. U  holda 

ushbu

*Py =  2e~2x~y

chiziqli tenglam aga ega bo 'lam iz  va uni yecham iz. N atijada

(р = -2е~2х-У + C (x) ,  

y a ’ni vx = -2e~ 2x~y  +C(x)  chiziqli tenglam aga ega bo ‘lamiz. Bu 

tenglam ani integrallab, v = e~2x~y  +  f ( x )  + g ( y ) ekanligini hosil qilam iz.



и (х ,у )  = у ( х , у ) е 3х+2У

alm ashtirishga asosan,

u (x ,y ) ^ e x* y + [ f ( x )+g ( y ) \ e ^  

um um iy yechim ni hosil qilam iz, bu yerda f ( x )  va g (x )  funksiyalar 

ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyalardir.
13. L a p la sn in g  k ask ad  usu li. Q uyidagi

uxy+ a (x ,y )u x + b (x ,y )uy + c ( x , y ) u = f ( x , y )  (53)

tenglam ani qaraylik, bu yerda a, b, с koeffitsientlar va  /  oldindan 

berilgan, ham da x  va у  o 'zgaruvch ilarga  b o g 'liq  funksiyalardir.

A g a r b u  a, b. с koeffitsientlar uchun
л

h = -  + a b - c  = 0 (54)
dx

ayniyat o ‘rinli b o ‘lsa, (53) tenglam ani quyidagi k o ‘rinishda yozish 
m umkin:

dv
-  +  6у = / ,  (55)
ox

bu yerda

v = —  + au  (56)
dy

« bo 'lad i. Bundan, esa berilgan xususiy hosilali differensial tenglam aning 
um um iy yechim ini

u = e ^ “ /f l{X + l l [Y + l f - J b,1‘ dx J e J - H 4* * }  (57)

shaklda hosil qilam iz, bu yerda X  v a  Y -  ixtiyoriy funksiyalar bo 'lib , 
m os ravishda x  va у  ga bog 'liq . X uddi shunga o 'x shash , agar

k  = —  + a b ~ c  = 0 (58)
dy

ayniyat o 'rin li bo 'lsa , (53) tenglam ani quyidagi ko 'rin ishda  yozish 
m umkin:

dv
— + av = f ,  (59)
dy

bu yerda
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v = —  + bu  (60)
дх

bo ‘ladi. B undan, esa berilgan xususiy hosilali differensial tenglam aning 
um um iy yechim ini

и =  e f *  { r  + } { z  +  } /  (61)

shaklda hosil qilam iz, bu yerda X  va Y  -  ixtiyoriy funksiyalar b o ‘lib, 
m osrav ishda  д: va у  g a b o g ‘liq.

h * 0  bo ‘lgan holda (53) tenglam aga o ‘xshash quyidagi tenglam a 
qaraladi:

д 2и, du, . du, . . . . .
(62)

dxdy ox oy

bu yerda
d in  h ,

a{ - a —
dy

da db d \n h  .
c] = c ~ —  + —  ~ b ~ — , f = f

dx dy dy

d \n h
a —

я. (63)dy

Agar и, funksiyani top ish  m um kin bo ‘lsa, u  holda qaralayotgan (53) 

tenglam aning yechim i quyidagi form ula bilan topiladi:

дщ L Г 
- ~  + bU i ~ f

u = --------------- . (64)
h

(62) tenglam a uchun

d2 In h
h\ = 2 h - k — — — , kx = h  (65)

o x o y  ft
9

b o ‘ladi. A gar h ,=  0 b o ‘lsa, u holda u, funksiya yuqorida ifodalangan 

usul bo ‘y icha hosil qilinadi. Agar f y ^ O  bo‘lsa, u  ho lda yuqoridagi 

jarayonni davom  ettiram iz va yuqoridagiga o ‘xshash  L2u2 =  / 2  

tenglam ani hosil qilam iz va hokazo.
k * 0  bo ‘lgan holda yuqoridagiga o ‘xshash quyidagi tenglam alar 

zanjirini hosil q ilish  m um kin: = / _ ! ,  L_2u_2 = / _ 2 va hokazo.
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A gar qandaydir h, (yoki kt ) lar qadam da nolga aylansa, (53) 

tenglam aning um um iy yechim ini top ish  m um kin bo ‘ladi.
1-m isol. Y uqoridagi usul yordam ida

0 (66)
dxdy x - у  dx x - у  dy 

E yler-D arbu  tenglam asini /? yoki /?' koeffitsientlardan birortasi butun

son bo ‘lsa, u  holda bu tenglam ani yecham iz, bu yerda  a (x ,y )  = ----------,
x - y

b(x ,y )  = -@— , c (x ,y )  = 0 ,  f ( x , y )  = 0 .  Endi (54) form ula b ilan
x - y

aniqlangan h ni hisoblaym iz va quyidagi tenglikni hosil qilamiz:

P'Q~P)h  =

[ х - У ?  '

A gar p  = \ bo; Isa, h = 0 boMadi. A gar h *  0 bo ‘lsa, (63) ga k o ‘ra 

quyidagilarni topamiz:

2 + P' h P .  P' + P f  -  0a x = -------------- , b y - ----------- ,  C i — -----------" г ,  / i ~ u -
X - y  x - y  ( * - . ) ' ) “

B undan hi =  + P)  bo ‘ladi. A gar /? =  2 bo ‘lsa, u holda 

( * - > 0
hx =  0 ,b o 'la d i  va hokazo. U m um an olganda,

. £ “ °  (67) dxdy x - y d x  x - y d y  

E yler-D arbu  tenglam asining um um iy yechim ini ixtiyoriy a  v a  /? 

haqiqiy sonlar uchun ham  hosil qilish m um kin. Biz bu yerda a  va p  

natural sonlar, yoki m usbat bo ‘lm agan butun  sonlar b o 'lg an  holda um um iy 

yechim ni topam iz. Shu m aqsadda (67) tenglam ani

. 3  и n du du A 
( x - y ) — - P —  + a —  = 0 (68) 

dxdy ox dy

shaklda yozam iz. (68) tenglam ani x  bo ‘y icha differensiallab,
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